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Chapitre I

Les Ensembles

Extrait du programme officiel :

Le programme se limite strictement aux notions de base figurant ci-dessous. Toute étude systématique de la théorie des ensembles

est hors programme.

Contenus

Capacités & commentaires

Ensembles

Ensemble, appartenance. Ensemble vide.
Inclusion. Partie (ou sous-ensemble).

Opérations sur les parties d'un ensemble : réunion,
intersection, différence, complémentaire.

Produit cartésien d'un nombre fini d'ensembiles.
Ensemble des parties d'un ensemble.

Recouvrement disjoint, partition.

Notation A\B pour la différence et E\ A, A et A° pour
le complémentaire.

Notation 2 (E).
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Nous nous contenterons d'une définition intuitive de la notion d’ensemble :

Définition : Ensemble

On appelle ensemble toute collection non ordonnée d’objets, appelés éléments de I'ensemble.
Pour désigner un ensemble, on note ses éléments entre accolades.

Exemples

E1- R,Z QN
E2- {0,1,2}=1{0,2,1}
E3— {%,¢,0, 4}
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Notation

Soit E un ensemble.

o Lorsque x est un élément de E, on dit qu'il appartient & I'ensemble E et on note xe E.

e Dans le cas contraire, on note x ¢ E.

o L'ensemble ne contenant aucun élément est appelé ensemble vide, noté &

« Un ensemble contenant un seul élément est appelé un singleton.

« Un ensemble contenant deux éléments est appelé une paire.

« Si I estun ensemble (ensemble d'indices) et pour tout i e I, x; un élément de E, {x;, i € I} désigne
I'ensemble de tous les x;. Par exemple, {x;, i € N} = {xg, x1, X2, X3,...}

o Si E est un ensemble parmi N, Z, Q et R, E* représente les éléments non nuls de E,
E* et B = Ef représentent respectivement les éléments positifs (ou nuls) de E et les élément stric-
tement positifs de E. On obtient I'analogue avec les éléments négatifs en remplacant le + par un

Remarques

R1 - Si P(x) est une assertion dépendant d’'un élément x d'un ensemble E donné, on note {x e E, P(x)} I'ensemble
des éléments x de E tels que P(x) soit vrai. Ainsi, dire que y ¢ {x€ E, P(x)}, c'est dire que soit y ¢ E, soit P(y) est
faux.

R2— Si Vxe€E, Pkx), alors {xeE, P(x)}=E.
Si  3x€E, Px), alors {x€E, P(x)}#9.

Si 3'xeE, P(x), alors {xeE, P(x)}estunsingleton.

Exemples
E1- R} ={xeR, x>0}
E2— {xe R, x est un enfier pair} =27 est I'ensemble des entiers pairs.
E3— {f: R—R, f(1)=0} est 'ensemble des fonctions numériques d'une variable réelle s'annulant en 1.

Il Inclusion et égalité

Définition : Inclusion

Soient A et E deux ensembles.

On dit que A estinclus dans E (ou est une partie de E), et on note Ac E lorsque tous les éléments de
Asont des éléments de E, i.e.si xe A, alors xe E

On note A¢ E lorsque ce n'est pas le cas.

Par convention, on a toujours @ c E.

Figure 1 —Inclusion

Remarques
R1 - Dire que xe€ E, c'est dire que {x} cE.
R2—- Ce n'est pas parce que l'onn'apas A¢ E que I'on a Ec A. Parexemple : {1,4} ¢ {1,3} ef {1,3} # {1,4}.
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R3— A¢ E lorsqu’il existe xe A tel que x ¢ E.
R4 — Pour démontrer que Ac E, on utilise la rédaction suivante :

Soit xe A. But: x€E...

Définition : Egalité ensembliste

Soient A et B deux ensembles.
On dit que A et B sont égaux et on note A= B lorsque tous les éléments de I'un sont aussi dans I'autre,
i.e. AcBetBcA.

Remarques

R1— Ainsi dire que A # B, c'est dire que soit il y a un élément de A qui n'est pas dans B, soit il y a un élément de B
qui n’est pas dans A.

R2 — Pour montrer que A= B, on raisonnera de I'une des maniéres suivantes :
e Double inclusion: 1. Montrons que Ac B.

2. Montrons que B c A.
e XEA<—---<— Xx€B.

AOn ne raisonne jamais par égalité d'ensemble A=---= B car on a tendance d voir les égalités comme
des inclusions.

Il Ensemble des parties d’un ensemble

Définition : Ensemble des parties

Soit E un ensemble. On note 22(E) I'ensemble des parties de E.

Remarques

R1— P(E) est donc un ensemble dont les éléments sont eux-méme des ensembles.
R2- On atoujours EcE et @ cEdonc Ee #(E) et @€ P(E).

R3— x€ E<—= {x} € Z(E).

R4— AcE<— Ac P (E).

Exemples
E1- Si E={1} (Uun élément), Z(E) = {@,{1}} (2 élements).
E2- Si E=1{1,2} (deux éléments), 2(E) = {2,{1},{2},{1,2}} (4 élements).
E3— Si E=1{1,2,3} (frois éléments), 2(E) = {,{1},12},{3},11,2},{1,3},12,3},{1,2,3}} (8 élements).
E4— P (P{1}) =2

Remarque

La limite de la théorie des ensembles : on ne peut pas parler de I'ensemble B de tous les ensembles. Sinon, on
pourrait considérer € = {E ensemble | E ¢ E} <13 qui est paradoxal : on n'a ni €€ &, ni ¢ ¢ €. C'est le paradoxe de
Russel!.
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A Opérations sur les ensembles

a a

Définition : Opérations sur les ensembles

Soient E un ensemble, A et B deux parties de E.

« On appelle complémentaire de A dans E, noté Aou A€ lorsqu’iln’y a pas d’ambiguité, I'ensemble
des éléments x de E tel que x ¢ A.

» On appelle différence A moins B ou A privée de B, notée A—B ou A\ B, I'ensemble des éléments
x € E tel que xe A mais x ¢ B.

« On appelle réunion de A et de B, notée AuB, I'ensemble des éléments xe E tel que xe Aou xe B
(ou les deux).

o On appelle intersection, notée AnB, de A et de B I'ensemble des éléments x e E tel que xe A et
X € B.

Exemple
Si E est un ensemble, A, B des parties de E,

. Zz{erlxeA}. e AUB={x€eE|xeAouxe€ B}.
e A\B={x€eE|xeAetx¢ B}. e ANB={x€E|xeAetx€ B}.
Remarques

R1— Lorsque AnB =g, on dit que les ensembles A et B sont disjoints. Leur réunion se note alors AuB ou AL:B eton
parle d'union disjointe.
R2 - On atoujours AnBc Ac B (et bien sir la méme chose pour B.

On peut générdaliser ces deux derniéres définitions & plus de deux ensembles :
Définition

Soient E un ensemble, I un ensemble (d'indices) et pour tout i € I, A; une partie de E, on définit alors

« [JA; comme I'ensemble des x € E tels que x appartient & au moins un A4;.
iel

« [)A; comme I'ensemble des x € E tels que x € A; pour fout i€ I.
iel

Remarque
Le cas oU I contient deux éléments nous redonne bien la définition donnée ci-dessus.

Exemples
E1— [1,3[n]2,4[n]1,7] =2 (Réponse : 12,3].)

E2- [1,2]U ul-1,1] =2 (Réponse : ] -1,2].)

1
0, -
2

E3— Calculer |
nelN

—l,%[. (Réponse :1-1,1], par double inclusion.)

Bertrand Arthur William Russel (1872 - 1970) est un est un mathématicien, logicien, philosophe, épistémo-
logue, homme politique et moraliste britannique. Son ceuvre, qui comprend également des romans et
des nouvelles, fut couronnée par le prix Nobel de littérature en 1950, en particulier pour son engagement
humaniste et comme libre penseur.
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E
A
E
A
Figure 2 — Opérations sur les ensembles
E4— Calculer | [x,x+1[. (Réponse : R, par double inclusion.)
xeR
Soit E un ensemble, A, B,C des parties de E.
(i) Commutativité de u et n:
AUuB=BUA ANnB=BnA
(i) Associativité de u et N :
Au(BUC)=(AuB)uC ANnBNC)=(AnB)nC
(i) Eléments neutres : @ pour u et E pour n
AU =0UA=A ANE=EnA=A
(iv) Distributivité de u sur n et de nsur u:
AUBNC)=(AUB)N(AuUC) AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
(v) Complémentaire involutif : A=A
(vi) Lois de De Morgan: AUB=AnB et AnNB=AUB
(vi) B\A=BnA
Démonstration
. Correspondent aux propriétés identiques pour le ou, le et et le non logique. O
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V' Familles indexées et produit cartésien

Définition : Famille indexée

Si I est un ensemble (ensemble d'indices) et pour tout i € I, E; un ensemble et x; un élément de E;,
(xi)ie; désigne la famille des x; indexée par 1.

L'ordre est important : si (y:)ie; est une autre famille d'éléments des E; indexée par I, dire que
(xi)ier = (7i)ier C'est, par définition, dire que pour tout i e I, x; = y;.

Remarques

R1— Si I=IN on parle de suite.

R2— Si I contient deux éléments, on parle de couple : par exemple (x1,x2) pour I ={1,2}.

R3— Si I contient trois éléments, on parle de triplet : par exemple (x1, x2, x3) pour I =1{1,2,3}.

R4 — Si I contient n éléments, on parle de n-uplet : par exemple (x1,xy,...,x,) Pour I =1{1,2,...,n}.

Exemple
(1,2,3)#(1,3,2)

Définition : Produit cartésien

e Si, pour un n € N*, Ey,E,,...,E, sont des ensembles, on appelle produit cartésien des E;, noté
E1 x Ep x--- x E, I'ensemble des n-uplets (x1, xz,...,x,) tels que pour tout i € [1,n], x; € E;.

Elezx...xEn

:{(xlr-x/-z;"')xn) | X1 EEl;xzeEZ,"’;xneEn}-

e Plus généralement, si I est un ensemble et pour tout i € I, E; est un ensemble, on appelle produit

cartésien des E;, noté [| E; I'ensemble des familles (x;);e; indexées par I tels que pour tout i€ I,
iel
5% € 185,

Remarques

R1—- AxB={(a,b) | ae A,be B}.

R2— Pourun neIN*, Ex Ex---x E est noté E™.
n fois

R3 - SiIestunensemble, []E est noté El = {(x))jes | Yiel, x;€E}.
iel

Exemples

E1—- R? est I'ensemble des couples (x,y) avec xe R et ye R.

E2 - Sionnote & I'ensemble des fonctions réelles d'une variable réelle, N x # x C est I'ensemble des triplets (n, f, z)
ounelN, feZF etzeC.

E3— RN = {(xp) ey ; YEN, x,€R} estl'ensemble des suites réelles.

VI Recouvrements disjoints, partitions
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Définition : Recouvrement disjoint, Partition

Soit (A;)ie; famille de parties d'un ensemble E.

On dit que (Aj)ies est un recouvrement disjoint de E lorsque E=|_| A;,

q iel
e

o E=UAi

iel

o YVi#], AiﬂAjZQ,
ie fout élément de E est dans un et un seul A;.

On dit que (A;)ie; est une partition de E lorsque c’est un recouvrement disjoint de E et, de plus, fous
les A; sont non vides.

Exemples

E1- (2Z,2Z+1) partition de Z (et aussi un recouvrement disjoint de Z).

E2— ([k,k+1[)k€Z partition de R mais ni ([k,k+1])k€Z, ni (]k,k+1[)k€Z.
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