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chapitre I
Compléments de calcul

algébrique

l Inégalités dans R

1 Relation d’ordre sur R

Nous disposons sur R de la relation < appelée relation
d’ordre, permettant de comparer deux nombres réels.
Elle a le bon goGt d'étre compatible avec les opéra-

tions :

Pour tous x,y,ueR,
Xx<y=>x+tusy+u.
Si, de plus, 0 < u,

X< y=xu<yu.

2 Valeur absolue
Définition : Valeur absolue

On appelle valeur absolue d'un réel x, le réel
x Six>0

|x] = max(x,—x) =
—-x sinon

Soit x,yeR.
|x|

]

(i) |xy|=Ixl|y| etsiy#0, '5‘ =
(i) x<Ixl, —x < |xl.

e 1
(iii) max(x, y) = 2 (x+y+|x=y])

(x+y—=]x-y|)

DN | =~

min(x,y) =

Soit x et M deux réels avec M > 0.
(i) |xI<Msietseulementsi—-M<x<M
(i) |x| > M sietseulementsix<-Mou x> M

(On ales relations similaires en remplacant les inéga-
lités larges par des inégalités strictes.)

Propriété : Inégalité triangulaire

Soient x et y deux nombres réels.
Alors
|12t = [y]] < |x 2 y] < Ixl+ |y]

Cas d'égalité :

|x+y|=1xI+]y| < x=00uy =0o0u sgn(x) = sgn(y)

3 Intervalles

Définition
II'y a neuf types d'intervalles réels :
o Les fermés non bornés : [a, +ool, ] — oo, b]
o Les ouverts non bornés : la, +ool, ] —oo, b[
o L'ouvert-fermé non borné : R =] — oo, +oo[
o Les segments = fermés-bornés : [a, b]
o Les ouverts bornés : ]a, bl (en particulier @)
o Les semi-ouverts bornés : 1a, bl, [a, b[

4 Majorant, minorant, minimum, maximum
Définition

Soit A une partie de R.

Lorsque I'on a M € R (resp. m € R) tel que
VxeA x<M (resp. m< x), on dit que A est majo-
rée (resp. minorée).

Untel M (resp. m) est alors appelé majorant (resp.
minorant) de A.

Lorsque A est & la fois majorée et minorée, on dit
qu’'elle est bornée.

A est bornée si et seulement s'il existe Ke R* tel
que Vxe A, |x|<K.

Définition

Lorsqu'il existe, on appelle maximum (resp. mi-
nimum) d'une partie A de R le plus grand (resp.
petit) élément de A, c’est-a-dire un a € A tel que
VxeA x<a(resp.a<x).

5 Partie entiere

Pour tout x € R, il existe un unique n € 7 tel que
n<x<n+l, c'est-a0-dire x—-1<n<x.

Définition

Un fel n est appelé partie entiere de x, notée |x].
C'est le plus grand entier inférieur a x
lx] <x<|x]+1.

Soit xeR.
(i) xeZ < x=|x]
(i) VkeZ, |x+kl=I|x]+k
(iii) 1] est croissante.
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y 4 Simplifications télescopiques
3 — On voit sur un exemple une maniére bien commode de
calculer une somme, lorsque les termes s'écrivent sous forme
2 d'une différence d'un terme avec son successeur ay — a1 OU
—
Af+1 ~ Q-
! — On a évidemment une version produit avec cette fois
comme terme général -2k oy kil
0 Afs1 ay
: x \ Y . ~
32 -l . ¢ 1 2 3 5 Quelques formules a (irés) bien connaitre
i
— -2 Soit ne IN.
_ o nn+1) i nn+1)2n+1)
—< ’ ) k=— Y K= 6
k=0 k=0
n 2
Figure 1 - La fonction partie entiére Y k3 = (n(n; 1))
k=0
Il Sommations, produits
1 Notations Soient xeRtelque|x#1, |nelN
; i q -
Notation : Signes = et IT n L xn+1
> o=
Soit (a;)ie; une famille finie de nombres réels (i.e. =0 =3

IestfinietViel, a;eR).
On note Y a; la somme des nombres a; pour i

iel sy
parcourant I.
On note []a; le produit des nombres a; pour i Soient neN, a.beR.

iel
arcourant I.
P a"—b”:(a—b)(a"_l+a"_2b+---+ab"_2+b”_1]

n—1
- g " - _ kpn-1-k
Définition : Factorielle = (a—b)kZOu b"
Soit ne IN, on appelle factorielle de n le nombre n-1 s
entier =(a-b) Y a" " "b

k=0

n
n!:Hi:lex-uaningéoefO!:l
i=1 6 Sommes doubles

L Propriété
2 Proprietes
" Soit ny,n,mg,me IN* tels que ng < n et mg<m, et
(ai,j) ny<i<n Une famille de nombres réels.

Soient (a;)je; et (b;)je; deux familles finies de RS

nombres réels, et A€ R. n m m n
(i) Y (ai+b)=) a;+) b; Z “i,j:.z (Z aivf):.Z (Z ai,j)
iel iel iel nosisn =10 \J=Mo J=mo \t=no
mo<j<m
(i) Y Aa;=1Y a;
iel iel
Voici des cas fréquents oU il n'y a pas indépendance :
fii) Y A=111 q yae P

iel
K
(i) T1taibp)=1]a;[]b;

i€l iel el Soit ng,n € N* tels que ng < n, et (ai,j)nogiéjgn
une famille de nombres réels.

(i') [Ta=Al"
iel
S Y
o i ai,j = ai,j|= ai,j
3 Changement d’'indice m<i<i<n | iEm\Zi ) S \iSe
Il peut parfois éfre bien d'utile d'effectuer des changements

d'indices, c'est-a-dire de changer la fagcon dont les termes n n n (Jj-1
d'une somme (ou d'un produit) sont indexés (c'est possible par Z ajj= Z Z aij|= Z Z ai,j
commutativité) : il faut cependant bien faire attention & ce que no<i<j<n  i=mg\j=i+l j=no \izng

I'on utilise bien une et une seulement fois chaque élément (on
dira que le changement d'indice est bijectif).

Compléments de calcul algébrique - page 2


https://mp2i.lecontedelisle.re

J. Larochette

Version du 24 ao0t 2022

7 Produits de sommes

Propriété

Soient (a,-),-el € IR,I et (b])jej ER].
Y ai} bj= ) (“ibj)

iel jeJ (i,j)elx]

l" Coefficients binomiaux et formule du
bindme

1 Definition

Définition : Coefficients binomiaux

Soit k € Z et n e IN. On note Z (prononcer k

parmi n) le nombre de parties d k éléments dans un
ensemble qui en contient n.

2 Propriétés usuelles

Propriété

Sik>nou k<0, (Z):o.

k termes

o n
<k<n, = =
USLAS (k) Ki(n— ! I

Propriété : Formule de Pascal

SikeZetnelN,
n| (n-1 N n—1
k| k-1 k
Propriété : (HP)

SikeZetnelN,
n n—1
{if=r(i)

3 Formule du bindme de Newton

Propriété : Formule du binébme de
Newton

Soit a et b deux nombres réels et n un entier na-
turel.

n_ o kon-k_ > () onekok
(a+b)" = Z r a“b = Z r a b
k=0

k=0

Corollaire

Soit ne N,

n

n
£ [1)-
0 k
(—l)k(’;) =0si n#0, 1 sinon.

S

°
k
°

k

0

n! _n><(n—1)><---><(n—k+1)‘

\" Systémes linéaires, méthode du pivot
de Gauss

1 Définition

Définition : Systéme linéaire

On appelle systéme linéaire sur R tout systéme
du type

aj1x)1+aypXxy +--+ay pxp = by
(S) :

an,1 X1+ ap2X2 + -+ an,pXp = by

de n équations & p inconnues xi,...,xp, de se-
cond membre (by,...,by) € K" et de ccefficients
(a,-,j)i'j e K"P,

On appelle matrice augmentée associée au sys-
téme la matrice :

ai,l arp bl

anp) ... anp [Dp

On appelle systeme homogéne associé le sys-
téme obtenu en annulant les seconds membres de
chaque équation.

2 Opérations élémentaires
-~ -
Définition : Opérations élémen-
taires

On appelle opération élémentaire sur le systeme
linéaire toute :

« Transposition de deux lignes L; et L; notée
Li—Lj.

« Transvection : & une ligne L; on agjoute A
fois une autre ligne L;, avec A € K, notée
Li ‘_Li +/1Lj.

« Dilatation : on mulfiplie une ligne L; par A, avec

notée L; — AL;.

Chaque opération élémentaire change un sys-
teme linéaire en un systeme équivalent, c'est-a-dire
ayant méme ensemble de solutions.

3 Méthode du pivot de Gauss

Définition : Systéme échelonné, pi-
vot

Un systéme linéaire est dit échelonné si les coeffi-
cients de chaque ligne commence par un nombre
strictement croissant de zéros (jusqu’a étre éventuel-
lement tous nuls). Le premier coefficient non nul sur
chaque ligne est appelé pivot.
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Propriété On finit alors la résolution en remontant les équations :

. i ) . ) onexprime x; , puis x; _,, etc. jusqu’d x;, en fonction des

Tout systeme est equivalent a un systeme eche- p—r autres inconnues. C'est possible car les pivots sont
lonné en ligne. non nuls.

Sir=p.ily aune unique solution.

Méthode du pivot de Gauss
On suppose qu'au moins un ccefficient est non nul
dans le systeme (1)

1. Sitous les ceefficients sont nuls, le systéme est éche-
lonné, c’est terminé.

2. Sinon, soit jy le numéro de la premiéere colonne non
nulle : au moins un ccefficients de la jp® inconnue (la
colonne numeéro jo) n'est pas nul, disons a;, j, = p#0,
ce sera un pivot | : le mettre dans la premiére ligne
gréce & Ly < Ly,.

3. On annule ensuite tous les ccefficients de la pre-

miere colonne avec les opérations L; — L; — “’—;Ll.

On obtient un systeme de matrice augmentée de
la forme

0...0*,,,**
: N B

4. Onrecommence ¢ I'étape 1 avec les lignes 2 d n.

On obtient finalement un systeme de matrice aug-
mentée de la forme

b/

r+1

(0)

avec py,...,pr tous non nuls : ce sont les pivots, et r
s'appelle le rang du systeme.
Ce qui donne comme systeme équivalent :

— /
pix; + = bl
— /
p2xi, + = b,
prx;, + ... = blr
_ /
0 = br+1
0 = b,

Les dernieres lignes avec membre de gauche nul s’ ap-
pellent relations de compatibilité. Si elles sont correctes,
on dit que le systéeme est compatible : il y a des solutions.

1. On peut montrer qu'informatiquement, le meilleur choix est le plus
grand coeefficient non nul en valeur absolue. A la main : c’est sympa-
thique lorsqu'il vaut +1!
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