MP2 L, L A rendre vendredi 26 ao0t
Corrigé du Devoir Libre n°1

Exercice 1 : Vrai ou faux?

1. L'énoncé est| faux. | Voir contre-exemples vus en cours.

2. L'énoncé est| vrai. | En effet,

. . . . ;. X
e Si x est un enfier naturel pair, on a bien x e R et x s'écrit 2k avec ke IN donc 3 eNN.

- . x x )
e Réciproquement, six R et 5 €N, notons k= 3 Alors x =2k avec k€N, donc x est un entier naturel
pair.

3. L'énoncé est| faux. | En effet, YneN*, 1€

1 1 1 1 .
1—7,1+7[, donc 1€ () ]1—7,1+7[ et ce demier
n n n n

nelN=

ensemble est non vide.

" 1 1 L. . 1 1
On a par ailleurs ﬂ ]1—;,1+;[={1}, car, réciproqguement, si x € ]1—;,1+;[, alors pour tout
nelN*

1 1 . L .
nelN*, 17;<x<1+g,donc, en passant d la limite, 1< x <1 soit x=1.

4. L'énoncé est| faux. | Sile sens « est correct (siles deux fonctions sont nulles, leur produit I'est), on

peut frouver un contre-exemple pour I'autre sens.
Soit, par exemple, f et g deux fonctions telles que f(x)=1si x #0, f(0)=0, g(x)=0si x#0 et g(0)=1.
Alors, si x € R, soit x #0 et f(x)g(x)=1x0=0, soit x=0 et f(0)g(0)=0x1=0.
OnadoncVxeR, f(x)g(x)=0, et pourtant ni f ni g n'est constamment nulle.

Un énoncé correct serait par exemple | Vx€R, f(x)g(x)=0<=Vx€R, | ou

g(x)=0
5. Le résultat est car, par exemple, 1 est solution.
Résolvons I'inéquation : elle a un sens lorsque x2—1> 0, on résout donc sur D =]—o0,—1]U[1,+00[. On

—x—1<0

—x—120
x2—=1>(—x—1)* () porsthicte croissance de x — x? sur R*.
Or(f)e=2x+2<0< x <—1. Finalement, Vx2+1>—x—1<=xeDetx #—1.

ou
aalors vx2—1>—x—1<=>x€eDet {

L'ensemble des solutions est |— oo,—l[u[1,+oo[)

Exercice 2 : Résolution d'une inéquation a parameétre avec radical

Notons (&) I'équation vmx+12 x, et ¥, I'ensemble des solutions de (&).
Pour déterminer I'ensemble sur lequel cette équation est bien définie, il faut distinguer deux cas :

e Soit m=0, et alors (&) devient 1> x et donc m
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e Soit m#0 et, pour que la racine soit correctement définie, on résout alors surD,, = [——,+oo[ sim>0
m

17 .
etsur D, = ]—oo,—;] sim<0.On a alors

x €D,

x<0

ou
x>0etmx+12x

(b) =

2 (par croissance de t— t2 et t — /T sur R*)

x<0etxe€D,
<~ | ou
x€D,etx>0etx’—mx—1<0

Remarquons que dans la derniére ligne, le x € D, est superflu, car il est contenu dans le fait que
mx+12 x? puisque x2>0.
Le discriminant de x2—mx—1 est m?+4>0, ce trinbme a donc deux racines distinctes
m—+vm2+4 m++vm2+4
Xr=— Xy=—""T——
2 2

et est négatif lorsque x est entre les deux racines. Quel est le signe de x_ et de x, 2
Comme m? < m?+4, |m|<vm2+4donc —vmZ+4<—-m<vm2+det x_<0<x,

o Ainsi, pour m>0 e Dans le cas ou m <0,

—-<x<0 £ <0
(S, @) | o
0<x<ux; 0<x<x;
2 1/ 2
et donc, Ei m>0, Ym=[—lme D’oU ﬁ)our m<0, %, = —oo,m+m+4J
m 2 2
Exercice 3 : Suite de Fibonacci
1 n|0 12345 6 7 8 9
: u, [1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

2. Parrécurrence double sur n, en posant 2(n) : « u, =nm.
Les initialisations (2 sont nécessaires!) est donnée par la question 1.
Soit n>0 pour lequel u,>n et u,,, =2n+1,adlors u,,,=2n+n+1=2n+1>n+2pour n=1. Pour n=0, on

a bien u, >2. Récurrence établie. 6 neN, u,> n) Ainsi, Gorsque n—+00, u, — oo)

3. Parrécurrence simple sur n € IN*, en posant 2 (n) : « u2 — ity =(=1)" ».
Pour n=1, on abien 12—1x2=(-1).
Soit n e N* tel que u2 — i,y 4 =(—1)",. Alors

2
n+1

2

2 _ 2 _ n
Uy =~ UpUpyp=U Usy = Up Up gy = Uy ) — Uy Uiy — Uy Uy —(=1)" par (HR)

= Upr (Upy — Up— un—1)+(_1)n+1 =(=1)""!

Récurrence établie. G’ neN*, u?—u, Uy, = (—1)”)
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4. Parrécurrence simple sur n € IN*, en posant 2 (n) : € uy + ug+++++ Uy = Up, — 1 0.
Pourn=1,1=2-1:0k.
Soit n>1 pourlequel u; + ug+-+++ tly,_ = Uy, — 1. AlOrs

Uy + Ug+ oo Uppy iy = Uy + Ug+F Uy + Upp gy = Upy — 1+ Uppyq POr (HR)

= lUzp2—1

Récurrence établie. 6 nelN*, uy+uz+- 4y, = Uy, — 1)

Remarque : sans récurrence (telescopage)

Uy + U+ gy = (Up— o) + (g — Up) + -+ + (Uap—2 — Upp—a) + (Uap — Upp—2) = Upp — Uy = Upy — 1

5. Parrécurrence simple sur n €N, en posant 2(n) : « ug+ uy +-+++ Uy, = Uy — 1 M.
Pourn=0,1=2-1:0k.
Soit n>0 tel que uy+ uy +-+++ u, = Uy, —1. Alors

Ug+ U+ F Uy = Ug+ U+ 4 Uy + Uy = Upip— 1+ Uy PAr (HR)

=Upiz—1

Récurrence établie. G’ nelN*, ug+uy++u, = Upp— 1)

Remarque : sans récurrence (telescopage)

Up+ Uy +-ot = (U — ) +(us— up) +(ug — uz) + -+ (Upy — Up) +(Unso— Up1) = Uppo — Uy = Upip—1
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