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chapitre IV

Trigonométrie

Extrait du programme officiel :
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Capacités & commentaires

Trigonométrie

Cercle trigonométrique. Paramétrisation par cosi-
nus et sinus.

Relation de congruence modulo 2z sur R.

. . /4
Cosinus et sinus de m+ x, de > +x.
Cosinus et sinus des angles usuels.

Formules d'addifion cos(a+ b), sin(a+ b). Cas particu-
lier des formules de duplication : cos(2a), sin(2a).

Fonctions circulaires cosinus et sinus.

Pour x e R, inégalité |sin(x)| < |x|.

Fonction tangente.

Tangente de 7+ x. Tangente des angles usuels.

Formule d’addition tan(a + b).

Notation a=b [27].

Les étudiants doivent savoir retrouver ces résultats
et résoudre des équations et inéquations trigono-
métriques simples en s'aidant du cercle trigonomé-
frique.

On présente une justification géométrique de I'une
de ces formules. Les étudiants doivent savoir retrou-
ver rapidement les formules donnant cos(a) cos(b),
cos(a)sin(b), sin(a)sin(b).

On justifie les formules donnant les fonctions déri-
vées de sinus et cosinus vues en classe de terminale.

Notation tan. Dérivée, variations, représentation gra-
phique.

Interprétation sur le cercle frigonomeétrique.

Les étudiants doivent savoir retrouver I'expression
de cos(t) et sin(r) en fonction de tan(¢/2).
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Il Trigonométrie

I Fonctions cos, sin

1 Définition

Les fonctions circulaires cosinus, sinus et tangente sont définies géométriquement, dans un repére ortho-

normal direct (0,1,]J) du plan (voir la figure ci-aprées).
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sinx ————=

Figure 1 — Définition géométrique de cosinus et sinus

Remarque

En particulier, par construction, si a et b sont des réels tels que a? + b = 1, alors le point de coordonnées (a, b)
est sur le cercle, et on peut donc trouver 6 € R tel que a=cosf et b=sind (ou, par symétrie ¢ € R tel que a=sing et
b=cosg.

VxeR, cos?x+sin®x=1

2 Propriétés
Valeurs particuliéres :

X 0| 7/ /4 nf3 | 7w/2

cosx || 1| V32| v2/2 | 1/2 0

sinx || 0| Y2 | v2/2 | V32 | 1

Si (x,y) e R?,

x = y[27]

sinx=siny < | ou «3keZ, x=y+2knoux=n—-y+2kn
x = 7m-—y [2n]
x =y [2n]

COSX =COSy <= | ou —3keZ, x=y+2knoux=-y+2kn
x = -y [27]

Remarque

En particulier, cosx =0 si et seulement si x= 2 [] et sinx =0 si ef seulement si x=0 [n7]

Pour x € R, il faut savoir retrouver rapidement les relations :

y -X mf2—x | ®l2+x | m—X T+Xx
cosy cosx sinx | —sinx | —cosx | —cosx
siny || —sinx | cosx cosx sinx —sinx
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Remarque

Si ke Z, cos(x+ km) = (~1)¥ cos x et sin(x + kr) = (-1)¥ sin x.

(i) Les fonctions sinus et cosinus sont définies, continues et 2a-périodiques sur R. De plus, sinus est

impaire et cosinus est paire.

(i) Sia,beR, cos(a+b)=cosacosb—sinasinb et sin(a+ b) =sinacosb+ sin bcos a.

... Sinx
(i) — —1
X x—0

(iv) sin et cos sont dérivables sur R et sin’ = cos et cos’ = —sin.
(v] VxeR, [sinx|<1et]|cosx|<1 (cos et sinsont dites bornées par 1).

(vi) Pour tout xeRR, |sinx| < |x|.

Démonstration

(i) On se contente d'une lecture graphique pour ce point.
(i) Dans un repére (0,1,]), on définit sur le cercle trigo-

nométrique les points A correspondant a I'angle a
et B correspondant a I'angle a+b.

sina
- A

g
Q

En projetant dans la base (5i,5i), par définition des

fonctions sin et cos, on a OA = cosaOl +sinaO].

sinka + b) 7
I
I\ A
|

cos(a+b) | [

.

Comme a+ b est une mesure de ((ﬁ,(ﬁé),
en projetant OB dans la base ((ﬁﬁi), on a
OB = cos(a + b) Ol + sin(a + b) OJ.

On note A’ le point tel que (O,a&,(ﬁ) forme un re-

péere orthonormé direct. Alors H(Y\” = H&; =1donc

A’ est sur le cercle frigonométrique.

Trigonométrie -

— |COos
\ a

\

\

|
} k\’ b A\ A
I\

—sina O 1

Les coordonnées de A’ dans le repére orthonormé
direct (0,0],—OI) sont (cosa,sina) car a est une me-

sure de (&,OA’). On a donc 0A’ = cos a0J +sin a (-Ol).

Autrement dit, (i; = —sinaOl +cos a(_)i.

Comme b est une mesure de ((ﬁ,(ﬁ), en projetant

OB dans la base (&i, OA’), on @ OB = cos hOA+sin hOA'.

OB = cosh OA + sinb OA
a& = cosa 6i + sina 6i
OA' = —sina Ol + cosa O]

Ainsi,

OB = (cosa cosb—sina sin b) (_)i+(sina cosb+sinb cosa) C_)i
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i)

(iv)

(i)

Par unicité des coordonnées cartésiennes de B dans (0,5155), les résultats trouvés aux questions 1.b et 2.d
donnent

cos(a+b) = cosacosb — sinasinb

sin(a+b) = sinacosbh + cosasinb

& el eb e frfie dr S | SHd=amill lorsque On encadre I'aire du secteur angulaire OIM par
R . X 0 celles des friangles OCM et OIT.
x — 0 ressemble a un simple taux d'accroissement ] -
qui tendrait vers sin’(0) = 1, mais cela demanderait Comme x — 0, etnvu I'imparité de sin, on peut sup-
de connaitre sin’... Que I'on va calculer en utilisant poser que 0< x < 5
cette limite... y .
. s L'aire du secteur angulaire OIM vaut, par propor-
Donnons une preuve géométrique. ) T xm x o, . )
fionnalite, -3 (I'aire totale du disque étant
T

mx1.).

- . 1 1 .
L'aire du triangle OCM vaut EOC-CM = 5 cosxsinyx.

- . 1 1
L'aire du triangle OIT vaut EOI-IT: EIT'
IT Ol

Mais par théoreme de Thales, — = — donc
) CM  OC
IT 1 sinx
— = donc IT = .
sinx COSsXx COS X
. L1 X X sinx .
On arrive alors d —cosxsinx < = < , soit
. 2 2 2cosx
Sin x

1 ..
cosx < < —— (avec cosx>0ici).
cosx

On conclut par limite d’encadrement.

sin et cos sont dérivables sur R et sin’ = cos et cos’ = —sin.

Nous allons donc utiliser la question précédente et un peut de trigonométrie. Le calcul est fait pour sin, celui
pour cos est similaire.

Partons du taux d’accroissement, avec ae R et he R* :

sin(a+ h) —sina sinacosh+cosasinh—-sina . cosh—1 sinh
= =sina .
h h

... sinh . . N R p , .
On a déja e 1. Puis, avec les formules vues ci-apres (qui n'utilisent pas le résultat qu’on est en train de
-0

, . . . , h h h h h h .
démontrer, promis! Il s’agit en fait de développer cos (25) =cos|Z+ > ), cos h = cos? 3 —sin? 5= 1-2sin? 7 d'ou

2
cosh—1 —2sin® h h [ sin h
ramii b ] b B ARl

. sin(a+ h) —sina . , . .
Finalement, " - cosa donc sin est dérivable en a et sin’ a = cosa.
—0

Découle de la définition géométrique de cos et sin.

La majoration est immédiate pour x > 1. Sur [0,1] < [0,5 ], sin est concave car sin” = —cos y est négatif. Donc
le graphe de sin est sous sa tangente en 0 d’équation y = x et donc, si x € [0,1], 0 < sinx < x. Par imparité, si
x€[-1,0], —x <sinx <0 donc sur [-1,1], on a encore |sin x| < |x].

On aurait aussi pu étudier la fonction x+— sinx — x sur [0,1] pour vérifier qu'elle y est négative.
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3 Graphes
COoS
S /X{\—*{ - /‘ﬁ\
s N ’ N 7/
/ N ~N /
/'/27I _3_ _’h\‘\ e , 0 KA 7& 3 /)An
Ve 2 N < 2 _ s 2 N 2 7
F—_— —+ 7*—9
sin

Figure 2 — Graphes des fonctions cosinus et sinus

Il Fonction tan

1 Définition

Définition : Tangente

La fonction tangente est I'application

sinx————> (| anx
‘x|
D — R 0 COSX | [
e sinx
X —
cos X

. Figure 3 — Définition géométrique de tangente
définie sur D =R\ {5 +km, ke Z}.

2 Propriétés
(i) La fonction tangente est continue, dérivable et n-périodique sur R\ {E +km, ke Z}.
(i) C'est une fonction impaire.

1
(iii) tan'=— =1 +tan’.
cos

+00.

(iv) La fonction tangente n’est pas bornée : tanx ——— —oo et tanx
T
== X——=

tanx

(v)

— 1.

X x—0

Valeurs particuliéres :

= o] e [

71/3‘71/2‘
ENENaE

—
job)
=
=
o
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3 Graphe

N
S
-
w
N[ g
I
3

_r i
5 0 5 /8 7 27
Figure 4 — Graphe de la fonction tfangente
Si (x,7) e R?,
tanx=tany <= x=y [nl <= 3keZ, x=y+kn
Remarque
On définit aussi classiquement la cotangente : cotan = g sur R\ nZ.
° V4 °
Il Trigonometrie
Propriété : Formules d'addition
Si (a,b) € R?,
cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb sin(a+ b) =sinacosb +sinbcosa (1)
cos(a—b) =cosacosb+sinasinb sin(a—b) =sinacosb—sinbcosa (2)

Si, de plus, a # g ], b # g ] ainsique a+ b # g [m] pour la premiere et a—b # g [] pour la seconde,

tana+tanb tana—tanb
tan(a+b) = ——— tan(a—-b)= ——— (3)
1-tanatanb 1+tanatanb

Démonstration

Les formules (1) ont ét€ démontrées géométriquement.

(2) s’en déduisent en changeant b en -b.

sin(a+b) sinacosb+sinbcosa tana+tanb .. , . .
= = en divisant numérateur et dénomi-

Pour (3), on peut écrire tan(a+ b) = = =
(3) P ( ) cos(a+b) cosacosb+sinasinb 1-tanatanb

nateur par cosacosb. a

Remarque

Ces formules, comme toutes celles qui vont suivre, sont bien sOr & connditre absolument par ceeur : frouvez
des moyens mnémotechniques! En cas de doute, sachez les retrouver tres tres rapidement. Par exemple, on peut
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écrire (mais ce n'est pas une preuve valable, pourquoi2)

cos(a+ b) =Re (ei(‘”b)) =Re (eiaeib] =Ne ((cosa +isin a)(cosb+isinh)) =...

On en déduit alors les tres importantes formules de duplication :

Propriété : Formules de duplication

Soit xeR.
cos2x=2cos’x—1=1-2sin® x = cos® x —sin® x
sin2x =2sinxcosx
et donc
9 1+cos2x . 2 1—-cos2x
cos“x= ———— sin“x=——
2 2
. T T[T
Si, de plus, x¢§ (7] efxséz [5]
2tanx
tan2x = ———
1—tan? x
Exemple
Calculs de cos(3x), cos(4x)....
Propriété : Linéarisation et factorisation
Si (a,b) e R?,
1 . 1, . .
cosacoshb = E(COS(a-i- b) + cos(a — b)) sinacosb = E(sm(a+ b) +sin(a — b))
1
sinasinb = E(COS(a— b) — cos(a + b))
Si (p,q) eR?,
_ ptq p—q . .. .. (Ptq p—4q
cosp+cosq—2cos( : )cos( 7 ) smp+s1nq—231n( > )cos( 7 )
Cou(PTA . (P4 (P4 ptq
COSp—C0sq = Zsm( )sm(—2 ) sinp s1nq_231n( 7 )cos( 7 )

Démonstration

Pour les formules de linéarisation, il suffit de remplacer le second membre avec les formules d'addition.

Pour les formules de factorisation, il suffit de remarquer que p = p;q + p;q et qg= p;q - p;q et d'appliquer

les formules d'addition. O

Remarque

. . 9 . b/
On ne donne pas de formule pour cos p + sing, Mais on se souviendra que sing = cos(E - q)

Propriété : Arc moitié

Soit xe R tel que x#n [2n]. On pose t = tan g alors

1- 2 . 2t 2t
COS)CZ—2 s1nx=—2 tanx=—2
1+¢ 1+¢ 1-¢
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Démonstration

La troisieme a déja été vue (duplication).

2

. X X X X 1 X .
Puis cosx = cos 3 — sin? 3 =cos? = (1 —tan? —) =—— (1 —tan? E) et enfin sinx = tan x cos x. O

2 27 Jitan2Z
2

Remarque

Pour les refrouver : se souvenir que I'on voit apparditre 1- 12, 1+ 2 et 2¢. ln'y a plus qu'd les remetire dans le
bon ordre | Souvenez-vous que cos et sin sont définis partout, donc le dénominateur ne peut étre que 1+ 2. De plus,

. , R . . , . sin
cos est pair : son numérateur est donc 1 -2, sin est impair : son numérateur est donc 2¢. Pour finir, tan = —...
COS

Soit (a,b) € R?. Il existe des réels ¢, v tels que VO eR,

acosO + bsinf = V a? + b? cos(0 + @) = V a? + b?sin(0 + ).

Remarque

Ce n'est pas tant le résultat qu'il faut retenir mais surtout la méthode poury parvenir. C'est tres classique : plutot
que de se lancer dans des calculs formels, voyons celd sur un exemple.

Exemple

Transformons cos® — v/3sin#.
Le premiere étape consiste d mettre Va2 + b2 en facteur :ici vV1+3=2.

2 2
On obtient 2(%0036— ?sine). On a alors automatiqguement que (%) + (é) =1. On peut alors, pour recon-

2
N , " . 1 b/ 3 T
naitre une formule d'addition, écrire que 5 =cosz et g =sin.
q g T /2 b/
On obtient finalement cos@ — v/3sinf = Z(COSQ cos§ —sinfsin §) =2cos (9 + §)
o , . . . 1 n V3 n
Pour reconnaitre I'aufre formule d'addition, il suffit de remarquer que 5 = smg et -5 = cosg et alors

. . T . 4 . y
cosf — v/3sinf = 2(c05031n€ —sinf cos E) = —251n(0— E]
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