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chapitre V
Nombres complexes

I Le corps C

1 Une construction de C

Définition

On note C= {
z = x + iy, (x, y) ∈R2}

où i2 =−1.
Pour x, y, x′, y ′ ∈R, avec z = x + iy et z′ = x′+ iy ′, on

pose
z + z′ = (x +x′)+ i(y + y ′)

z × z′ = (xx′− y y ′)+ i(x y ′+x′y)

Propriétés

(i) La loi + est associative :

∀ z, z′, z′′ ∈C,
(
z + z′

)
+ z′′ = z +

(
z′+ z′′

)
et commutative :

∀ z, z′ ∈C, z + z′ = z′+ z.

(ii) La loi × est associative :

∀ z, z′, z′′ ∈C,
(
z × z′

)
× z′′ = z ×

(
z′× z′′

)
,

commutative :

∀ z, z′ ∈C, z × z′ = z′× z

et distributive sur la loi + :

∀ z, z′, z′′ ∈C, z ×
(
z′+ z′′

)
= z × z′+ z × z′′.

(iii) 0 est un élément neutre de + sur C :
∀ z ∈C, z +0 = 0+ z = z.

(iv) 1 est un élément neutre de × sur C :
∀ z ∈C, z ×1 = 1× z = z.

(v) Tout élément est symétrisable pour la loi + :

∀ z ∈C, ∃ ! z′ ∈C, z + z′ = 0.

On note alors z′ =−z.
(vi) Tout élément non nul est symétrisable pour la

loi × :

∀ z ∈C\ {0}, ∃ ! z′′ ∈C, z × z′′ = 1.

On note alors z′′ = z−1 = 1
z .

Corollaire
On dit que (C,+,×) est un corps commutatif, ap-

pelé corps des complexes.

Propriété

Vu les propriétés précédentes semblables à

celles connues sur R, les formules de
n∑

k=0
xk , de fac-

torisation de an−bn et dubinômedeNewton restent
valables dans C.

2 Partie réelle, partie imaginaire

Définition : Parties réelles et imagi-
naires

Soit z un élément de C, x et y des réels tels que
z = x + iy .

On appelle partie réelle de z, notée Rez, le
nombre x, et partie imaginaire de z, notée Imz le
nombre y .

Propriété

Deux nombres complexes sont égaux si et seule-
ment si ils ont même partie réelle et même partie
imaginaire.

En particulier, un nombre complexe est nul si et
seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont nulles.

Propriété : Linéarité de Re et Im

Si z, z′ ∈C et λ ∈R,

Re(z + z′) =Rez +Rez′ et Re(λz) =λRez

et
Im(z + z′) = Imz +Imz′ et Im(λz) =λImz

3 Affixe

On se fixe pour le reste du chapitre un repère orthonor-
mal direct

(
O, i⃗ , j⃗

)
du plan euclidien R2

Propriété

On peut identifier le nombre complexe x + iy
avec le point de coordonnées (x, y) dans le repère
fixé du plan.

On dit que x+iy est l’affixe du point de coordon-
nées (x, y), ou encore ce point est l’image dans R2

du nombre complexe x + iy .

Illustration
A est le point de coordonnées (x, y), d’affixe x + iy .
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i⃗

+
A(x + iy)

x

y

j⃗
v⃗(x

+ iy
)

4 Conjugaison

Définition : Conjugué

Soit z ∈C, et (x, y) ∈R2 tels que z = x + iy .
On appelle conjugué de z le nombre complexe

z = x − iy .

Propriétés

Soient z et z′ deux nombres complexes.
(i) z = z

(ii)


Rez = z + z

2

Imz = z − z

2i

(iii)

 z ∈R⇐⇒ Imz = 0 ⇐⇒ z = z

z ∈ iR⇐⇒Rez = 0 ⇐⇒ z =−z

(iv)

 z + z′ = z + z′

z × z′ = z × z′

(v) Si z 6= 0,
(

z′
z

)
= z′

z

(vi) zz = (Rez)2 + (Imz)2

5 Module d’un nombre complexe

Définition : Module

Soit z un nombre complexe, on définit le module
de z par

|z| =
√

zz =
√

(Rez)2 + (Imz)2

Propriétés

Soient z et z′ des nombres complexes.
(i) |z| est la distance, dans le plan euclidien R2

muni d’un repère orthonormal direct, entre l’ori-
gine O et le point d’affixe z.∣∣z − z′

∣∣ est la distance entre le point d’affixe z et
celui d’affixe z′.

(ii) |z| = ∣∣z∣∣= |−z| = ∣∣−z
∣∣

(iii)

 |Re(z)|⩽ |z| avec égalité ssi z ∈R
|Im(z)|⩽ |z| avec égalité ssi z ∈ iR

(iv) |z| = 0 ⇐⇒ z = 0

(v)
∣∣zz′

∣∣= |z| ∣∣z′∣∣
(vi) Si z 6= 0,

∣∣∣∣ z′
z

∣∣∣∣=
∣∣z′∣∣
|z|

Corollaire : de la propriété (v)

Si z est un nombre complexe, et k ∈N,
∣∣∣zk

∣∣∣= |z|k .
Si z 6= 0, c’est encore valable pour k ∈Z.

Propriété : Inégalités triangulaires

Soient z et z′ deux nombres complexes.
Alors ∣∣ |z|− ∣∣z′∣∣ ∣∣⩽ ∣∣z ± z′

∣∣⩽ |z|+ ∣∣z′∣∣
Cas d’égalité :∣∣z + z′

∣∣= |z|+ ∣∣z′∣∣⇐⇒ z = 0 ou ∃λ ∈R+, z′ =λz

On dit alors que z et z′ sont positivement liés.

Illustration : géométrique
Soit, dans le plan euclidien muni d’un repère orthonor-

mal direct (O, i⃗ , j⃗ ), les points M, M′ et S d’affixe respective
z, z′ et z + z′.

On a alors OS⩽OM+OM′.

i⃗

+M(z)

+M′(z′)

+S(z + z′)

+
O

j⃗
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Propriété

Soient c ∈ C et r ∈ R+∗ . On note C l’image de c
dans le plan euclidien muni d’un repère orthonor-
mal direct.

L’ensemble des images des nombres com-
plexes z tels que

• |z − c| = r est le cercle de centre C et de rayon
r .

• |z − c|⩽ r est le disque fermé de centre C et de
rayon r .

• |z − c| < r est le disque ouvert de centre C et de
rayon r .

6 Nombres complexes de module 1

Notation

On note U= {z ∈C | |z| = 1}.

Propriété

∀ z, z′ ∈U, z × z′ ∈U

II Exponentielle complexe, argument

1 Exponentielle d’un imaginaire pur

Notation : Notation d’Euler1

Pour tout θ ∈R, on pose eiθ = cosθ+ isinθ.

Propriété

(i) ∀θ,θ′ ∈R, ei(θ+θ′) = eiθeiθ′ .
(ii) ∀θ,θ′ ∈R,

eiθ = eiθ′ ⇐⇒ θ ≡ θ′ [2π]

⇐⇒∃k ∈Z, θ = θ′+2kπ

Propriété

U=
{

eiθ ; θ ∈R
}
=

{
eiθ ; θ ∈ [0,2π[

}

Propriétés

(i) ∀θ ∈R, eiθ = e−iθ = 1

eiθ

(ii) ei π2 = 1 ; ei0 = 1 ; eiπ =−1 ; ei π4 =
p

2

2
(1+ i)

(iii) Si k ∈Z, ei kπ = (−1)k .

2 Formules d’Euler et de Moivre

Propriété : Formules d’Euler

Soit θ ∈R. Alors

cosθ = eiθ +e−iθ

2
et sinθ = eiθ −e−iθ

2i

Propriété : Formule de De Moivre2

Soient k ∈Z et θ ∈R.(
cosθ+ isinθ

)k = coskθ+ isinkθ

i.e. (
eiθ

)k = eikθ

Méthode
Calculs à savoir refaire : si (x, y) ∈R2,

eix +eiy = ei
x+y

2
(
ei

y−x
2 +e−i

y−x
2

)
= 2cos

( y −x

2

)
ei

x+y
2

eix −eiy = 2isin
( y −x

2

)
ei

x+y
2

Cas particulier :

1+eiθ = 2cos
θ

2
ei θ2 1−eiθ =−2isin

θ

2
ei θ2

3 Forme trigonométrique et arguments d’un
nombre complexe

Propriété : Écriture trigonométrique

Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un
nombre réel θ tel que z = |z|eiθ, écriture de la forme
r eiθ où r ∈R+∗ .

Définition

θ est appelé un argument de z, noté arg z unique-
ment défini modulo 2π.

Parmi les différents arguments possibles celui
dans ]−π,π] est appelé argument principal (parfois
noté Arg).

Propriété

Soient r,r ′ deux nombres réels strictement positifs
et θ,θ′ deux nombres réels,

r eiθ = r ′eiθ′ ⇐⇒
 r = r ′

θ ≡ θ′ [2π]

En particulier, si z = r eiθ avec r > 0, r est unique (et
vaut |z|) et θ est « unique modulo 2π ».
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Propriété

Soient z et z′ deux nombres complexes non nuls,

arg(zz′) ≡ arg z +arg z′ [2π]

arg
( z

z′
)
≡ arg z −arg z′ [2π]

4 Exponentielle d’un nombre complexe

Définition : Exponentielle d’un
nombre complexe

Si z ∈C, et (x, y) ∈R2 tels que z = x + iy , on pose

ez = ex eiy = ex (cos y + isin y)

Propriété

(i) exp :
(C,+) −→ (C∗,×)

z 7−→ ez
morphisme de

groupe, i.e.

∀ z, z′ ∈C, ez+z ′ = ez ez ′

(ii) ∀ z ∈C, ez = ez

(iii) ∀ z ∈C, ∀k ∈Z, (ez )k = ekz

(iv) En particulier, ∀ z ∈Z,
1

ez = e−z

Méthode : Équation ez = a

Soit a ∈ C∗. Pour résoudre l’équation ez = a, on met a
sous forme trigonométrique et z sous forme algébrique.

ez = a ⇐⇒ a = ex eiy i.e. |a| = ex et eiy = a

|a| .
Les solutions sont les nombres complexes z = x + iy où

(x, y) ∈R2 tel que x = ln |a| et y est un argument de a.

Corollaire

ez = ez ′ ⇐⇒ z − z′ ∈ 2iπZ

III Racines des nombres complexes et ré-
solution de trinômes du second degré

1 Factorisation de polynôme

Propriété

Si P : z 7→ P (z) est une fonction polynomiale à
cœfficients complexes, alors a ∈ C est racine de P
(ie P (a) = 0) si et seulement s’il existe Q : z 7→ Q(z) est
une fonction polynomiale tel que pour tout z ∈ C,
P (z) = (z −a)Q(z).

2 Racines carrées des nombres complexes

Définition : Racine carrée

Soit a un nombre complexe. z est une racine
carré de a si et seulement si z2 = a.

Propriété

Tout nombre complexe non nul admet deux ra-
cines carrées complexes opposées.

Si a s’écrit r eiθ sous forme trigonométriques, il
s’agit de ±pr ei θ2 .

Méthode : Déterminer la forme cartésienne
des racines

Si z = a + iy où (a,b ∈ R), le nombre complexe α+ iβ
où (α,β) ∈ R2 est une racine carrée de z si et seulement

si

 α2 −β2 = a

2αβ = b

Il faut de plus avoir |z| = ∣∣a + iy
∣∣= ∣∣α+ iβ

∣∣2 =α2 +β2, d’où

α2 = |z|+a

2
et β2 = |z|−a

2

Cela fixe |α| et ∣∣β∣∣. Leurs signes sont donnés par la relation
2αβ= b.

3 Équations du second degré

Théorème
Soit l’équation du second degré, d’inconnue z,

az2 +bz + c = 0 où a,b,c ∈C, a 6= 0.
On définit le discriminant de l’équation

∆= b2 −4ac.
On a alors deux cas possibles :
1) Si ∆ = 0, il y a une seule solution qui vaut

z0 =− b

2a
et alors az2 +bz + c = 0 = a(z − z0)2.

2) Si ∆ 6= 0, on note δ une racine de ∆. Il y a deux
solutions distinctes : z1 = −b +δ

2a
et z2 = −b −δ

2a
et

alors az2 +bz + c = a(z − z1)(z − z2).

Propriété : Relations cœfficients ra-
cines

Soient a,b,c ∈ C, a 6= 0, et z1, z2 les racines de
az2 +bz + c (éventuellement confondues).

Alors z1 + z2 =−b

a
et z1z2 = c

a
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4 Racines nèmes

a Définition

Définition : Racines nèmes

Soient a ∈C et n ∈N∗.
On appelle racine nème de a tout nombre com-

plexe z tel que zn = a.

b Racines nèmes de l’unité

Théorème
Soit n ∈N∗.
Le nombre 1 a exactement n racines nmes , ap-

pelées racines nèmes de l’unité. On note Un leur en-
semble, et on a

Un =
{

e
2ikπ

n ; k ∈ J0,n −1K}⊂U

Propriété

Soit n ∈N \ {0,1}. La somme des racines nèmes de
l’unité est nulle, i.e.

∑
z∈Un

z = 0.

Propriété

La racine cubique j = e
2iπ

3 de l’unité vérifie j3 = 1,
j2 = j et 1+ j+ j2 = 0.

c Racines ne d’un nombre complexe

Méthode : Déterminer les racines ne d’un
nombre complexe a ∈C∗

• Trouver une solution particulière z0 (par exemple, si
a = r eiθ avec r ∈R+ et θ ∈R, z0 = npr ei θn convient).

• Se ramener aux racines ne de l’unité.

zn = a ⇐⇒ zn = zn
0 ⇐⇒

(
z

z0

)n
= 1

⇐⇒∃k ∈ J0,n −1K,
z

z0
= e

2ikπ
n

⇐⇒∃k ∈ J0,n −1K, z = z0e
2ikπ

n

Propriété

Soit n ∈N∗. Tout nombre complexe a non nul a
exactement n racines ne distinctes.

IV Nombres complexes et géométrie
plane

On a vu que dans le plan complexe identifié au plan eucli-
dien orienté R2, muni d’un repère orthonormé direct

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
,

un point M est repéré par son affixe z, qui est également l’affixe
du vecteur −−→OM. |z| est la distance OM et les différents argument
de z 6= 0 sont les mesures de l’angle

(−→
i ,

−−→
OM

)
.

1 Premiers résultats

Propriété

Soit M d’affixe z ∈C
(i) M ∈ (Ox) ⇐⇒ z ∈R
(ii) M ∈ (Oy) ⇐⇒ z ∈ iR

(iii) M ∈C (O,1) ⇐⇒ z ∈U

Propriété

Si M est le point d’affixe z et M′ le point d’affixe
z′, l’affixe de

−−−→
MM′ est z′− z et MM′ =

∥∥∥−−−→MM′
∥∥∥= ∣∣z′− z

∣∣.

Propriété

Soit M un point d’affixe z ∈C.
(i) Si t ∈C affixe de v⃗ . Le point M1 d’affixe z + t est

l’image de M par la translation de vecteur v⃗ .
(ii) Le point M2 d’affixe z est l’image de M par la

symétrie d’axe (Ox).
(iii) Le point M3 d’affixe −z est l’image de M par la

symétrie d’axe (Oy).
(iv) Le point M4 d’affixe −z est l’image de M par la

symétrie de centre O.

Propriété

Soient A et B des points du plan d’affixe respec-
tive des nombres complexes a et b, et C un point
d’affixe c, distinct de A et B.

a − c

b − c
a pour module CA

CB
et pour argument une

mesure de
(−→
CB,

−→
CA

)
.

Corollaire
Les points distincts A,B,C d’affixes respectives

a,b,c

• sont alignés si et seulement si a − c

b − c
∈R

• sont tels que −→
AC ⊥−→

BC si et seulement si a − c

b − c
∈ iR
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2 Similitudes

Définition : Rotations, homothétie

• On appelle rotation de centre le point Ω et
d’angle de mesure θ ∈R la transformation du
plan qui envoie un point M sur le point M′ tel
que ΩM =ΩM′ et

(−−→
ΩM,

−−−→
ΩM′)≡ θ [2π].

• On appelle homothétie de rapport k ∈ R∗ et
de centre le point Ω la transformation du plan
qui envoie un point M sur le point M′ tel que−−−→
ΩM′ = k

−−→
ΩM.

Propriété

Soient Ω d’affixe z0, θ ∈R et k ∈R∗.
• L’écriture complexe de la rotation de centre

Ω et d’angle de mesure θ est

rΩ,θ(z) = eiθ(z − z0)+ z0.

• L’écriture complexe de l’homothétie de rap-
port k et de centre Ω est

hΩ,k (z) = k(z − z0)+ z0.

Corollaire
Par composition des propriétés précédentes,

l’application z 7→ az où a ∈ C∗ est l’écriture com-
plexe la composée commutative de

• l’homothétie de centre O et de rapport |a|
• et de la rotation de centre O et d’angle arg a.

Définition

On appelle similitude du plan toute application
φ du plan telle qu’on puisse trouver k ∈R∗ vérifiant

∀ (M,M′) ∈R2 ×R2,
∥∥∥−−−−−−−−−→φ(M)φ(M′)

∥∥∥= k
∥∥∥−−−→MM′∥∥∥ .

Propriété

Soient a ∈C∗ et b ∈C.
L’application f : z 7→ az + b est l’écriture com-

plexe d’une similitude de rapport |a|.

Propriété

Soient a ∈C∗, b ∈C et f : z 7→ az +b.
• Si a = 1 et b = 0, alors f = id ;
• si a = 1 et b 6= 0, alors f est l’écriture complexe
de la translation de vecteur u⃗ d’affixe b ;

• si a 6= 1, il existe un unique point fixé par f i.e.
un unique z0 ∈ C tel que f (z0) = z0, et f est la
composée commutative de
⋆ rΩ,arg a écriture complexe de la rotation de

centre Ω(z0) et d’angle arg a,
⋆ et de hΩ,|a| écriture complexe de l’homo-

thétie de centre Ω(z0) et de rapport |a|.
Ainsi,

f = rΩ,arg a ◦hΩ,|a| = hΩ,|a| ◦ rΩ,arg a
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