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chapitre VI
Calculs en analyse

Extrait du programme officiel :
Le point de vue adopté dans cette section est pratique : il s’agit, en prenant appui sur les acquis du

lycée, de mettre en œuvre les techniques de base de l’analyse. La mise en place rigoureuse des notions
abordées fait l’objet de sections ultérieures.

Les objectifs de formation sont les suivants :
— l’introduction de fonctions pour établir des inégalités et résoudre des problèmes d’optimisation ;
— la manipulation des fonctions classiques dont le corpus est étendu.

Contenus Capacités & commentaires

a) Généralités sur les fonctions

Ensemble de définition.

Représentation graphique d’une fonction
f à valeurs réelles.

Les étudiants doivent savoir déduire de
la représentation graphique de f celles
de fonctions obtenues par des transfor-
mations simples, comme x 7→ f (x + a) ou
x 7→ f (ax).

Parité, imparité, périodicité. Interprétation géométrique de ces proprié-
tés. Utilisation pour la réduction du do-
maine d’étude.

Somme, produit, composée.

Monotonie (large et stricte).

Fonctions majorées, minorées, bornées. Traduction géométrique de ces propriétés.
La fonction f est bornée si et seulement si
| f | est majorée.

b) Dérivation

Dérivée d’une fonction. Notations f ′(x),
d

d x

(
f (x)

)
.

Dérivée d’une combinaison linéaire, d’un
produit, d’un quotient, d’une composée.

Ces résultats sont rappelés, avec la défi-
nition de la dérivée et l’équation de la
tangente ; ils ne sont pas démontrés à ce
stade.
Exemples simples de calculs de dérivées
partielles.

Caractérisation des fonctions
constantes, (dé)croissantes, strictement
(dé)croissantes, parmi les fonctions déri-
vables sur un intervalle.

Résultats admis à ce stade.
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Contenus Capacités & Commentaires

Tableau de variations. Étude pratique
d’une fonction. Tracé du graphe.

Application : recherche d’extremums, dé-
monstration d’inégalités.

Représentation graphique et dérivée
d’une fonction réciproque.

La formule donnant la dérivée est admise,
mais on en donne l’interprétation géomé-
trique.

Fonction de classe C 1.

Dérivées d’ordre supérieur.

c) Fonctions usuelles

Fonctions exponentielle, logarithme népé-
rien, puissances.

Dérivée, variations, représentation gra-
phique.
Les fonctions puissances sont définies sur
R∗+ et prolongées en 0 le cas échéant.
Seules les fonctions puissances entières
sont en outre définies sur R∗−.
Logarithmedécimal, logarithme en base 2.

Relations (x y)α = xαyα, xα+β = xαxβ,
(xα)β = xαβ.

Croissances comparées des fonctions lo-
garithme, puissances et exponentielle.

Inégalités exp(x)⩾ 1+x, ln(1+x)⩽ x.

Fonctions circulaires réciproques Arcsin,
Arccos, Arctan.

Dérivée, variations, représentation gra-
phique.

Fonctions hyperboliques sh, ch, th. Dérivée, variations, représentation gra-
phique.
Les fonctions hyperboliques réciproques
sont hors programme. La seule formule exi-
gible est ch2(x)− sh2(x) = 1.

d) Dérivation d’une fonction complexe d’une variable réelle

Dérivée d’une fonction à valeurs com-
plexes.

La dérivée est définie par les parties réelle
et imaginaire.

Dérivée d’une combinaison linéaire, d’un
produit, d’un quotient.

Brève extension des résultats sur les fonc-
tions à valeurs réelles.

Dérivée de exp(φ) où φ est une fonction dé-
rivable à valeurs complexes.
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I Fonctions numériques (réelles ou complexes) d’une
variable réelle
1 Généralités sur les fonctions

a Définition, graphe
Définition

L’ensemble de définition d’une fonction f est l’ensemble des x pour lesquels f (x) a
bien un sens. On le note souvent D f .

La représentation graphique (ou graphe) d’une fonction f à valeurs réelles est l’en-
semble des points de coordonnées (x, f (x)) pour x dans l’ensemble de définition de f .
On la note souvent Γ f ou C f .

Remarque
Pour déterminer le domaine de définition, toujours commencer par les fonctions les plus

internes.
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Exemple

Domaine de définition de f : x 7→ ln
p

3x +7

4−x2 .

Effet sur le graphe de transformations

• f1 : x 7→ f (x +a) :

(x, y) ∈C f ⇐⇒ y = f (x) ⇐⇒ y = f1(x −a) ⇐⇒ (x −a, y) ∈C f1 .

Le graphe de f1 se déduit de celui de f par une translation horizontale d’amplitude
−a.

• f2 : x 7→ f (ax) (avec a 6= 0) :

(x, y) ∈C f ⇐⇒ y = f (x) ⇐⇒ y = f2(x/a) ⇐⇒ (x/a, y) ∈C f2 .

Le graphe de f2 se déduit de celui de f par une affinité orthogonale horizontale de
rapport 1

a
.

b Parité, périodicité

Définition : Parité, périodicité

Si D est une partie de R et f : D →R une fonction,
• f est dite paire si

∀x ∈ D,
(
−x ∈ D et f (−x) = f (x)

)
• f est dite impaire si

∀x ∈ D,
(
−x ∈ D et f (−x) =− f (x)

)
• f est dite T -périodique avec T ∈R∗ si

∀x ∈ D,
(
x +T ∈ D et f (x +T ) = f (x)

)

Remarque
Si f est T -péridodique et D n’est ni majoré, ni minoré, f est kT -périodique pour tout k ∈Z∗.
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Propriété

(i) Une fonction est paire sur D si et seulement si son graphe est symétrique par rap-
port à l’axe des ordonnées.
Il suffit alors de l’étudier sur D ∩R+∗ .

(ii) Une fonction est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport
à l’origine.
Il suffit alors de l’étudier sur D ∩R+∗ .

(iii) Une fonction est T-périodique si et seulement si son graphe est invariant par trans-
lation horizontale d’amplitude T .
Il suffit alors de l’étudier sur D ∩ I où I est n’importe quel intervalle d’amplitude T .

(iv) Toute combinaison linéaire de fonction paire, impaire ou T -périodique l’est en-
core.

Démonstration

(i) à (iii) cf transformations graphiques au début. □

Remarque
Pour une fonction T -périodique et paire (respectivement impaire), la T -périodicité permet

de réduire l’intervalle d’étude à D ∩
[
−T

2
,

T

2

]
(leur seul centré en 0), puis, par (im)parité, à

D ∩
[

0,
T

2

]
.

Exemple : Très classique
Toute fonction f se décompose demanière unique comme la somme d’une fonction paire

et une fonction impaire, appelées parties paire et impaire de f .

c Somme, produit, composée
Définition : Somme, produit

Si f , g : D →R, on peut définir f + g : D →R et f × g : D →R telles que

∀x ∈ D, ( f + g )(x) = f (x)+ g (x) et ( f g )(x) = f (x)g (x)

Définition : Composée

Si f : D f →R et u : Du →R telles que u(Du) ⊂ D f c’est-à-dire ∀x ∈ Du , u(x) ∈ D f , on peut
définir la composée de f et u par f ◦u : Du →R telle que

∀x ∈ D, f ◦u(x) = f (u(x))

On représente souvent la composition par un diagramme du type

x ∈ Du
u7→ u(x) ∈ D f

f7→ f ◦u(x).
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Remarques

R 1 – "Dans f ◦u, on commence par appliquer u, puis on applique f .
R 2 – La composée n’est pas commutative : en général, f ◦u 6= u ◦ f . Exemple : f : x 7→ 2x et

u : x 7→ x2.

d Monotonie
Définition : Monotonie

Si D est une partie de R et f : D 7→R une fonction,
• f est dite croissante (respectivement strictement croissante) sur D si

∀ (x, y) ∈ D2,
(
x ⩽ y ⇒ f (x)⩽ f (y)

)
(
respectivement ∀ (x, y) ∈ D2,

(
x < y ⇒ f (x) < f (y)

))
• f est dite décroissante (respectivement strictement décroissante) sur D si

∀ (x, y) ∈ D2,
(
x ⩽ y ⇒ f (x)⩾ f (y)

)
(
respectivement ∀ (x, y) ∈ D2,

(
x < y ⇒ f (x) > f (y)

))
• Lorsque f est croissante ou décroissante (respectivement strictement croissante
ou strictement décroissante), on dit qu’elle est monotone (respectivement stric-
tement monotone).

Remarques
R 1 – f est décroissante si et seulement si − f est croissante.
R 2 – Si f et g sont croissantes (resp. décroissantes), f + g l’est encore.
R 3 – Si f croissante (resp. décroissante) et λ⩾ 0, λ f est croissante (resp. décroissante).

Si f croissante (resp. décroissante) et λ⩽ 0, λ f est décroissante (resp. croissante).
R 4 – Si f , g positives et croissantes (resp. décroissantes), f × g l’est encore.

e Fonctions majorées et minorées
Définition : Caractère majoré, minoré, borné

Si D est une partie de R et f : D 7→R une fonction,
• f est dite majorée lorsque l’on peut trouver un réel M tel que ∀x ∈ D, f (x)⩽ M .
• f est dite minorée lorsque l’on peut trouver un réel m tel que ∀x ∈ D, m ⩽ f (x).
• f est dite bornée, lorsqu’elle est à la fois minorée et majorée.

Cela revient à avoir les mêmes propriétés pour la partie Im f = { f (x), x ∈ D} de R ap-
pelée image de f .

Remarque
"M et m ne doivent pas dépendre de x !!!
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Propriété
Une fonction f est bornée ssi

∣∣ f
∣∣ majorée ssi on a K ⩾ 0 tel que

∣∣ f
∣∣⩽K .

Remarques
R 1 – Une combinaison linéaire, un produit de fonctions bornées sont encore bornées.
R 2 – Ne jamais composer les inégalités par la valeur absolue, qui n’est pas croissante !

On ne majore pas et on ne minore pas « sous » une valeur absolue !

2 Fonctions bijectives
Définition : bijection, réciproque

Soit f une fonction définie sur une partie I de R et à valeur dans une partie J de R.
On dit que f est une bijection (de I sur J) lorsque pour tout y dans J , il existe un

unique x dans I tel que y = f (x).
L’unique x solution de l’équation f (x) = y dépend de y et est noté f −1(y), ce qui

définit, une fonction f −1 : J 7→ I appelée réciproque de f .

Remarques

R 1 – On a alors, pour y ∈ J , f
(

f −1(y)
)= y et pour x ∈ I , f −1( f (x)) = x.

R 2 – Les graphes d’une bijection et de sa réciproque sont symétriques par rapport à la pre-
mière bissectrice.

(x, y) ∈C f ⇐⇒ y = f (x) ⇐⇒ x = f −1(y) ⇐⇒ (y, x) ∈C f −1

Exemple
x 7→ x2 sur R+.

Théorème : dit « de la bijection »
Soit f : D 7→R une fonction, I = [a,b] ⊂ D (où (a,b) ∈R2).
On suppose que

H1 f continue sur I

H2 f strictement monotone sur I

Alors
C1 Pour tout y compris entre f (a) et f (b), l’équation f (x) = y admet une unique

solution : on dit aussi que f réalise (ou induit) une bijection de I = [a,b] sur
J = f (I ) où
• J = [ f (a), f (b)] si f est croissante,
• J = [ f (b), f (a)] si f est décroissante.

C2 La réciproque est de plus continue sur J ,
C3 et de même monotonie que f .
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Démonstration

Admis. Provisoirement. □

Remarque
Le théorème se généralise à un intervalle quelconque et au cas où a,b sont éventuellement

infinis. On remplace alors f (a) et f (b) par lim
x→a

f et lim
x→b

f (lorsque ces limites existent, bien sûr) et
on ouvre les bornes correspondantes dans I et J . J est appelé image de I par f noté J = f (I ).

I [a, b] [a, b[ ]a, b] ]a, b[

J si f ↗ [
f (a), f (b)

] [
f (a), lim

b− f
[ ]

lim
a+ f , f (b)

] ]
lim
a+ f , lim

b− f
[

J si f ↘ [
f (b), f (a)

] ]
lim
b− f , f (a)

] [
f (b), lim

a+ f
[ ]

lim
b− f , lim

a+ f
[

(les limites existant bien).

Exemple
x 7→ x2 sur R+.

3 Dérivation
Définition : Dérivabilité en un point, sur un intervalle

f est dite dérivable en un point x0 de son domaine de définition lorsque le taux
d’accroissement f (x)− f (x0)

x −x0
a une limite finie lorsque x → x0.

Cette limite est alors notée f ′(x0).
On dit que f est dérivable sur l’intervalle I lorsqu’elle l’est sur tout point de I . Cela

permet de noter f ′ la fonction dérivée, avec pour tout x ∈ I , f ′(x) = d

d x

(
f (x)

)
.

Propriété : Équation de la tangente
Si une fonction f est dérivable en un point x0, sa courbe représentative admet une

tangente d’équation
y − f (x0) = f ′(x0)(x −x0).

Remarque
Se retrouve en remarquant que f ′(x0) est la pente de la tangente, et celle-ci passe par

(x0, f (x0)).
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Propriété
Si f et g sont dérivables sur I , λ ∈ R, f + g , λ f , f × g le sont aussi et si de plus g ne

s’annule pas sur I , 1

g
et f

g
le sont aussi et

( f + g )′ = f ′+ g ′ (λ f )′ =λ f ′ ( f g )′ = f ′g + f g

(
1

g

)′
=− g ′

g 2

(
f

g

)′
= f ′g − f g ′

g 2

Si de plus u dérivable sur J et u(J ) ⊂ I , f ◦u est dérivable sur J et ( f ◦u)′ = u′× ( f ′ ◦u)(
ie ∀x ∈ I , ( f ◦u)′(x) = u′(x) f ′(u(x)

)
.
)

Exemple
Si f (x) = sin

(
ecos x

)
, f est dérivable sur R et pour tout x, f ′(x) = ....

Propriété
Soit f une fonction dérivable sur une intervalle I .
(i) Si f ′ ≡ 0 sur I , f est constante sur I .
(ii) Si f ′ ⩾ 0 (resp. f ′ ⩽ 0) sur I , f est croissante (resp. décroissante) sur I .
(iii) Si f ′ > 0 (resp. f ′ < 0) sur I sauf en des points isolés où elle peut s’annuler, alors f

est strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I .

Remarque
"Il faut être sur un intervalle !!!!!

Propriété : Dérivée de la réciproque
Soit f : I → J telle que

H1 f est une fonction bijective
H2 f est dérivable sur I

H3 f ′ ne s’annule pas sur I

alors
C1 f −1 est dérivable sur J = f (I )

C2
(

f −1
)′ = 1

f ′ ◦ f −1

Si pour un x ∈ I , f ′(x) = 0, f −1 n’est pas dérivable en f (x) et la courbe représentative
de f −1 admet en f (x) une tangente verticale.

Remarque
Se retrouve en dérivant f

(
f −1(x)

)= x.

Exemple
Dérivée de p·.
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4 Dérivée d’ordre supérieur
Définition

Lorsqu’elle existe, on note f (n) la fonction obtenue en dérivant n fois de suite la
fonction f .

Exemple

Calculs de f (n) pour f parmi x 7→ xp , cos, sin, x 7→ 1

x
.

5 Classes C 1 et C ∞

Définition
Un fonction f est dite de classe C 0 sur un intervalle I si f est continue sur I .
Un fonction f est dite de classe C 1 sur un intervalle I si f est dérivable sur I et f ′ est

continue sur I .
Un fonction f est dite de classe C ∞ sur un intervalle I si est n fois dérivable sur I pour

tout n ∈N∗.
On note C 0(I ), C 1(I ) et C ∞(I ) les ensembles de telles fonctions.

Remarque
"Être de classe C 1 ne signifie pas que f est dérivable et f est continue, ce qui aurait peu

d’intérêt, n’est-ce pas?

6 Asymptotes et branches infinies (HP?)
a Asymptotes horizontales et verticales

Une droite est asymptote lorsque la courbe représentative de la fonction f tend à se
rapprocher de celle-ci.

Propriété
Soient x0, y0 ∈R.
(i) Si f (x) →±∞ pour x → x0, la droite d’équation x = x0 est asymptote verticale à la

courbe représentative de f .
(ii) Si f (x) → y0 pour x →±∞, la droite d’équation y = y0 est asymptote horizontale à la

courbe représentative de f .

Remarque
Dans ce dernier cas, le signe de f (x)− y0 donne la position de la courbe par rapport à

l’asymptote.

b Cas général au voisinage de ±∞
La courbe d’équation y = g (x) est asymptote à la courbe représentative de la fonction

f en ±∞ lorsque f (x)− g (x) −−−−−→
x→±∞ 0. Le signe de f (x)− g (x) permet de connaître la position

relative des deux courbes.
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x

y

Figure 1 – Courbes asymptotes en +∞

Méthode : détermination de branches infinies
Les limites sont prises pour x →±∞ et on suppose que f (x) →±∞.

(i) Si f (x)

x
→ a et f (x)−ax → b, la droite d’équation y = ax+b est asymptote oblique à la courbe

représentative de f .

(ii) Si f (x)

x
→ a ∈ R mais f (x)− ax n’a pas de limite finie, on a une branche parabolique de

direction y = ax (mais on ne se rapproche pas d’une droite en particulier.).

(iii) Si f (x)

x
→±∞, la courbe a tendance à être plutôt verticale : on parle de branche parabo-

lique verticale (mais on ne se rapproche pas d’une droite en particulier.)
Exemple : exp, x 7→ x2.

(iv) Si f (x)

x
→ 0, la courbe a tendance à être plutôt horizontale : on parle de branche parabo-

lique horizontale (mais on ne se rapproche pas d’une droite en particulier.)
Exemple : p·, ln.

7 Étude de fonctions
Pour étudier une fonction, il faut :
• Déterminer son domaine de définition.
• Réduire le domaine d’étude par périodicité, (im)parité, etc.
• Étudier la dérivabilité, calculer la dérivée, la factoriser pour avoir son signe.
• Dresser le tableau des variations.
• Calculer les limites aux bornes.
• Étudier les branches infinies, asymptotes.
• Tracer le graphe.

Exemple
Étude de

f = cos4+sin4

puis de

g : x 7→ x2 −x +1

x −1
.
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x

y

Figure 2 – f = cos4+sin4

x

y

Figure 3 – g : x 7→ x2 −x +1

x −1

II Fonctions usuelles
1 Fonction exponentielle

Définition
On appelle fonction exponentielle l’unique fonction dérivable sur R, vérifiant :

exp′ = exp et exp(0) = 1

Démonstration

Existence admise.
Unicité : Si f et g conviennent.

Supposons que f ne s’annule pas. alors
(

g

f

)′
= g ′ f − g f ′

f 2 = 0 sur R intervalle, donc g

f
≡ 1 donc

f = g .
Pourquoi ne f s’annule-t-elle pas?
Soit u(x) = f (x) f (−x). u dérivable et u′(x) = f ′(x) f (−x)− f (x) f ′(−x) = 0 donc u constamment

égal à 1 car R est un intervalle. Donc f ne s’annule pas.
On a montré au passage que exp(x)exp(−x) = 1 soit exp(−x) = 1

exp x
. □

Définition
On pose e = exp1.

Remarque
e ≈ 2,72.
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Propriété

(i) exp est continue, dérivable sur R, exp′ = exp.
(ii) exp > 0, exp est convexe sur R.
(iii) exp est strictement croissante.
(iv) ∀ (x, y) ∈R2, exp(x + y) = exp x exp y .
(v) ∀n ∈N, ∀ (xi )1⩽i⩽n ∈Rn ,

exp

(
n∑

i=1
xi

)
=

n∏
i=1

exp xi .

(vi) ∀x ∈R, exp(−x) = 1

exp x
.

(vii) ∀ (x, y) ∈R2, exp(x − y) = exp x

exp y
.

(viii) ∀x ∈R, exp x ⩾ x +1.

(ix) exp x −−−−−→
x→+∞ +∞ exp x −−−−−→

x→−∞ 0
exp x

x
−−−−−→
x→+∞ +∞ x exp x −−−−−→

x→−∞ 0.

Démonstration

(iv) f (x) = exp(x + y)

exp y
vérifie les propriétés définissant exp.

(v) par récurrence sur n.
(viii) par convexité ou étude de exp− id.
(ix) en +∞ par (viii), en 0 par (vi), exp x

x
: exp x = 1+

∫x

0
exp puis (viii). □

x −∞ 0 +∞
exp′ = exp + 1 +

exp
0 %

1 %
+∞

infos ASH y = 0 BPV

exp x

x
−−−−−→
x→+∞ +∞ donc branche parabo-

lique verticale en +∞.
L’inégalité exp x ⩾ x + 1 se traduit sur le

graphe par le fait que la courbe est au-
dessus de la tangente en 0.

x

y

Figure 4 – Graphe de la fonction expo-
nentielle et sa tangente en 0 d’équation
y = x +1.
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2 Fonction logarithme
Définition

ln :R∗+ →R est la bijection réciproque de exp.

Propriété

(i) ln est continue, dérivable sur R∗+, ln′(x) = 1

x
. ln est concave sur R.

(ii) ln(1) = 0.
(iii) ln est strictement croissante.

(iv) Si u dérivable, ln |u| dérivable et (ln |u|)′ = u′

u
.

(v) ∀ (x, y) ∈ (R+∗ )2, ln(x y) = ln x + ln y .
(vi) ∀n ∈N, ∀ (xi )1⩽i⩽n ∈ (R∗+)n ,

ln

(
n∏

i=1
xi

)
=

n∑
i=1

ln xi .

(vii) ∀x ∈R∗+, ln 1
x =− ln x.

(viii) ∀ (x, y) ∈ (R∗+)2, ln
x

y
= ln x − ln y .

(ix) ∀x >−1, ln(1+x)⩽ x.

(x) ln x −−−−−→
x→+∞ +∞ ; ln x −−−−→

x→0+
−∞ ; ln x

x
−−−−−→
x→+∞ 0+ ; x ln x −−−−→

x→0+
0− ; ln(1+h)

h
−−−→
h→0

1.

Démonstration

D’après les propriétés de l’exponentielle. □

x 0 1 +∞
ln′ + 1 +

ln
−∞ %

0 %
+∞

Infos ASV x = 0 BPH

La droite d’équation x = 0 est asymp-
tote verticale à la courbe.

Le graphe est symétrique de celui de
l’exponentielle par rapport à la première
bissectrice.

x

y

Figure 5 – Graphe de la fonction loga-
rithme et sa tangente en 1 d’équation
y = x −1.
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3 Fonctions puissances
a Définition

Définition
Pour α ∈R et x ∈R∗+, on pose

xα = exp(α ln x).

Remarques
R 1 – La définition de xα se prolonge à x ∈R∗ si α ∈Z, et à x = 0 si α ∈N.

a
1
n = n

p
a unique réel > 0 dont la puissance ne vaut a par application du théorème de la

bijection à f :
R+∗ −→ R+∗

x 7−→ xn
.

Si n impair, c’est l’unique réel tout court et on peut prolonger à R tout entier : la fonction

f :
R −→ R

x 7−→ xn
est bijective et impaire, c’est aussi le cas de sa réciproque.

Si r ∈Q, on a (p, q) ∈Z×N∗ tel que r = p

q
et pour x > 0, xr = x

p
q = q

p
xp = q

p
xp .

R 2 – Log en base a : loga = ln ·
ln a

et sa réciproque exponentielle en base a : expa : x 7→ ax .

R 3 – Justification de la notation ex = exp(x lne).

b Propriétés

Propriété
Si x, y > 0, α,β ∈R, alors

• (x y)α = xαyα

• xα+β = xαxβ

• x−α = 1

xα

• (xα)β = xαβ

•
(

x

y

)α
= xα

yα

• ln(xα) =α ln x.

Démonstration

Propriétés de exp. □

Remarque
Ces propriétés s’étendent à R si les puissances sont entières (récurrences...)

c Étude des fonctions puissance pα : x 7→ xα.
(Séparer α< 0, 0 <α< 1 et α> 1.)
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4 Croissances comparées
Propriété

Si α,β> 0,

(i) eβx

xα
−−−−−→
x→+∞ +∞.

(ii) |x|α eβx −−−−−→
x→−∞ 0+.

(iii) lnα x

xβ
−−−−−→
x→+∞ 0+,

(iv) xβ |ln x|α −−−−→
x→0+

0+.

(Si α,β ∈N, on peut enlever les valeurs absolues !)

Démonstration

(i) passer à la forme exponentielle ou eβx

xα
=

(
e

β

α
x

β
αx

× β
α

)α
; (ii) |x|α eβx = (−x)α

eβ(−x)
; (iii) et (iv) poser

y = ln x. □

Remarques

R 1 – "ce n’est pas parce qu’il y a du ln et de l’exp quece sont des croissances comparées !!!
Exemple : ex2

x en +∞.

R 2 – Plus généralement, si P polynôme non constant, P (x)

lnα x
−−−−−→
x→+∞ ±∞, exp(βx)

P (x)
−−−−−→
x→+∞ +∞,

P (x)exp(βx) −−−−−→
x→−∞ 0.

5 Fonctions hyperboliques
Définition

Les fonctions cosinus hyperbolique, notée ch, sinus hyperbolique, notée sh et tan-
gente hyperbolique, notée th sont définies sur R par

ch x = ex +e−x

2
sh x = ex −e−x

2
th x = sh x

ch x

Remarques

R 1 – th x = ex −e−x

ex +e−x = e2x −1

e2x +1
= 1−e−2x

1+e−2x .

R 2 – ch et sh sont respectivement la partie paire et la partie impaire de exp.

R 3 – ea +eb = 2e
a+b

2 ch( a+b
2 ) et ea −eb = 2e

a+b
2 sh( a+b

2 ).

Propriété
Les seules formules de trigonométrie hyperbolique au programme sont

ch x + sh x = ex et ch2 x − sh2 x = 1
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Remarque
Les formules de trigonométrie hyperbolique ressemblent aux formules de trigo, mais il y a

quelques pièges.
Si on en a besoin, il faut les redémontrer.
Elles se retrouvent au brouillon en écrivant « cos(ix) = ch x » et « sin(ix) = sh x

i
=−ish x », mais ce

n’est pas une preuve.

Par exemple, cos2+sin2 = 1 devient... ch2−sh2 = 1.
cos(a +b) = cos a cosb − sin a sinb devient ch(a +b) = ch a chb + sh a shb.

Vraie démonstration : .....

Propriété

(i) ch,sh,th sont définies, continues, dérivables sur R. La première est paire, les deux
autres sont impaires.

(ii) ch′ = sh ; sh′ = ch ; th′ = 1

ch2 = 1− th2.

(iii) ch > 0 et sh et th sont strictement croissantes.
(iv) ch x −−−−−→

x→±∞ +∞ ; sh x −−−−−→
x→±∞ ±∞ ; th x −−−−−→

x→±∞ ±1.

(v) th est bornée par 1 (strictement).

(vi) sh x

x
−−−→
x→0

1 et th x

x
−−−→
x→0

1.

Variations et graphes. y = ex

2
est asymptote à ch et sh.

x

y

Figure 6 – cosi-
nus hyperbolique
(chaînette)

x

y

Figure 7 – sinus hy-
perbolique

x

y

Figure 8 – tan-
gente hyperbo-
lique

x

y

Figure 9 – cosinus
et sinus hyperbo-
liques, x 7→ ex

2

6 Fonctions circulaires réciproques
La restriction de la fonc-

tion sin à
[−π

2 , π2
]
est conti-

nue, strictement croissante,
et sin

([−π
2 , π2

])= [−1,1] : il s’agit
d’une bijection de

[−π
2 , π2

]
sur

[−1,1].

La restriction de la fonc-
tion cos à [0,π] est conti-
nue, strictement croissante,
et cos([0,π]) = [−1,1] : il s’agit
d’une bijection de [0,π] sur
[−1,1].

La restriction de la fonc-
tion tan à

]−π
2 , π2

[
est conti-

nue, strictement croissante,
et tan

(]−π
2 , π2

[) = R : il s’agit
d’une bijection de

]−π
2 , π2

[
sur

R.
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Définition

La réciproque de la res-
triction de la fonction sin à[−π

2 , π2
]
est appelée arc si-

nus, notée

Arcsin:
[−1,1] −→ [−π

2 , π2
]

x 7−→ Arcsin x

où y = Arcsin x est l’unique
angle entre −π

2 et π
2 dont le

sinus vaut x. x ∈ [−1,1]

y = Arcsin x
⇔

 y ∈ [−π
2 , π2

]
sin y = x

Arcsin =
(
sin|[− π

2 , π2
] )−1

La réciproque de la res-
triction de la fonction cos à
[0,π] est appelée arc cosi-
nus, notée

Arccos:
[−1,1] −→ [0,π]

x 7−→ Arccos x

où y = Arccos x est l’unique
angle entre 0 et π dont le
cosinus vaut x. x ∈ [−1,1]

y = Arccos x
⇔

 y ∈ [0,π]

cos y = x

Arccos = (
cos|[0,π]

)−1

La réciproque de la res-
triction de la fonction tan à[−π

2 , π2
]
est appelée arc tan-

gente, notée

Arctan :
R −→ ]−π

2 , π2
[

x 7−→ Arctan x

où y = Arctan x est l’unique
angle entre −π

2 et π
2 dont la

tangente vaut x.

y = Arctan x ⇐⇒
 y ∈ ]−π

2 , π2
[

tan y = x

Arctan =
(
tan|]− π

2 , π2
[ )−1

x

y

1

1

π

2

−π

2

π

2

−π

2 −1

−1

Figure 10 – Fonction Arcsin

x

y

1

1

π

π−1

−1

Figure 11 – Fonction Arccos

x

y

π

2

−π

2

Figure 12 – Fonction Arctan
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Propriétés

(i) Arcsin est strictement
croissante et impaire
sur [−1,1].

(ii) ∀x ∈ [−1,1],

sin(Arcsin x) = x.

(iii) ∀ y ∈R,

Arcsin(sin(y)) = y ⇔ y ∈
[
−π

2
,
π

2

]
(en général, Arcsin(sin(y))
et y ont même sinus...)

(iv) Arcsin est dérivable sur
]−1,1[ et

∀x ∈]−1,1[, Arcsin′ x = 1p
1−x2

(i’) Arccos est stricte-
ment décroissante sur
[−1,1].

(ii’) ∀x ∈ [−1,1],

cos(Arccos x) = x.

(iii’) ∀ y ∈R,

Arccos(cos(y)) = y ⇔ y ∈ [0,π]

(en général, Arccos(cos(y))
et y ont même cosi-
nus...)

(iv’) Arccos est dérivable sur
]−1,1[ et

∀x ∈]−1,1[, Arccos′ x = −1p
1−x2

(v’) ∀x ∈ [−1,1],

Arcsin x +Arccos x = π

2
.

(i”) Arctan est strictement
croissante et impaire
sur R et tend vers ±π

2
en ±∞.

(ii”) ∀x ∈R,

tan(Arctan x) = x.

(iii”) ∀ y 6≡ π
2 [π],

Arctan(tan(y)) = y ⇔ y ∈
]
−π

2
,
π

2

[
(engénéral, Arctan(tan(y))

et tan y ont même tan-
gente...)

(iv”) Arctan est dérivable
sur R et

∀x ∈R, Arctan′ x = 1

1+x2

(v”) ∀x 6= 0,

Arctan x+Arctan
1

x
= sgn(x)

π

2
.

Exemples
E 1 – Très classique !

Calculer cos(Arcsin x), sin(Arccos x), cos(Arctan x) et sin(Arctan x).
E 2 – Calculer et tracer Arcsin(sin2x) et Arccos(cos2x). (directement ou en dérivant)

III Dérivation d’une fonction complexed’une variable
réelle

Définition
Soit f : D →C où D ⊂R.
On pose Re( f ) : x 7→Re( f (x)) et Im( f ) : x 7→ Im( f (x)).
On dit que f est dérivable si et seulement si Re( f ) et Im( f ) le sont et on pose alors

f ′ = (Re( f ))′+ i(Im( f ))′. Autrement dit, Re( f ′) = (Re( f ))′ et Im( f ′) = (Im( f ))′

On vérifie alors facilement que les formules de dérivées de somme, de produit, de quotient,
de composée f ◦u avec u à valeurs réelles sont encore valable. Par exemple, pour le produit,
(( f1 + i f2)(g1 + ig2))′ = ....

Propriété
f = eφ avec φ=φ1 + iφ2 est dérivable et f ′ =φ′eφ.
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