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chapitre VII

Calculs de primitives

Extrait du programme officiel :

Contenus

Capacités & commentaires

Calcul de primitives

Primitives d’une fonction définie sur un in-
tervalle a valeurs complexes. Lien entre in-
tégrales et primitives.

Calcul des primitives, application au calcul
d’intégrales.

Primitives des fonctions exponentielle, lo-
garithme, puissances, tfrigonométriques et
hyperboliques, et des fonctions x —
1
Vi-x2
Intégration par parties, changement de
variable.

1+ x2'

X —

Description de I'ensemble des primitives
d'une fonction sur un intervalle connais-
sant I'une d’entre elles.

On rappelle sans démonstration que, pour

une fonction continue f, x Hf f(ndr a
Xo

pour dérivée f.
X

On pourra no’rerf f(©)dt une primitive gé-

nérique de f.

Primitives de x — e** pour 1 € C, appli-
cation aux primitives de x — e* cos(bx) et
x— esin(bx).

Les étudiants doivent savoir calculer les pri-
1

ifi def i dut —_——
mitives de fonctions du type x— ————

et reconnaitre les dérivées de fonctions
composées.

Pour les applications pratiques, on ne de-
mande pas de rappeler les hypotheses de
régularité.
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| Primitives et intégrales
" Définition : Primitive
Soit f et F deux fonctions définies sur un intervalle 1. On dit que F est une primitive
de f sur I lorsque

e F est dérivable sur I,
« F'=f.

Théoreme

Soit f: I—1K, F,G deux primitives de f sur I, avec I intervalle.
Alors on a Ce K tel que
Vxel, F(x)=G(x)+C.

Théoréme : Théoreme fondamental de I'analyse

Soit I un intervalle de R et f continue sur I, ac€ I. Alors

I — K

F: x
x — f f(de
a

est I'unique primitive de f quis’annule en a.

Corollaire

Soit f continue sur un intervalle I de R, F une primitive de fsur 1, a,beI.

b b
f fode= [F(t)] _=F(b)-F(a).

Calculs de primitives - page 2


https://mp2i.lecontedelisle.re

J. Larochette Version du 13 octobre 2022

I Calcul de primitives et d'intégrales
1 Calculs directs

On utilisera la notation suivante pour désigner les primitives d'une fonction continue f sur un
in’rervolle:ff(x)dx.

AC’es’r une notation a constante pres, c’'est-a-dire que si F est une primitive de f sur un
intervalle I, ff(x) dx=F(x)+Cou CeK.

AII faut toujours commencer par préciser sur quel(s) intervalle(s) le calcul de primitive a lieu.
S'il'y a plusieurs intervalles, c’est un bon réflex de les indexer par un indice k et d’écrire Ci la
constante correspondant : cela nous sera en particulier utile pour les résolutions d'équations dif-
férentielles.

Exemples

E1— fcosxdxz sinx+ C pour C € R sur l'intervalle RR.

Il est bien entendu indispensable de connaitre ses primitives usuelles (cf formulaire).
On reconnait souvent une forme ' x v'(u) qui s'integre en vou (voir aussi le changement de
variable ci-apres.

Exemples

1 .
E2 — fsin(Zx—?)) dx= -3 cos(2x—3) + C pour C € R sur 'intervalle R.

sinx . b/ b/
E3— ftanxdx:f dx = —In|cosx| + C; pour Cy € R sur I'intervalle I}, = —§+kn,§+kn, pour
COS X
keZ.
3 1 3 10V/10-1
E4—f t\/t2+1dt:[—(t2+1)3/2 =
0 3 0 3
eX . L
E5—feX+1dx = Ine*+1)+C pour C € R sur lintervalle R. On en déduit

1
feX+1dx:x—ln(ex+1)+C.

€

€lnt 1
E6—f—dt= —In’t| =
1t 2

1
E7 — f 0 dx=In|lnx|+ Cj pour Cr e R (k=1ou?2) surl'intervalle I; =]0,1[ ou I, =]1, +ool.
xXinx

1
2

On peut parfois passer par les complexes : par définition, la partie réelle (imaginaire) de la
primitive est la primitive de la partie réelle (imaginaire).

Exemples

1 q
E8 — fexcosxdx = 5(cosx+sinx)ex+ C pour C € R sur I'intervalle R.
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Remarque

On peut aussi directement cherche une primitive sous la forme e*(acos x+ bsinx) en dérivant
puis en frouvant a et b.

2 L’intégration par parties
Remarque

On rappelle que f est de classe €' sur I si et seulement si f est dérivable sur I et f' est
contfinue sur I.

Théoreme : Intégration par parties

Si u et vsont de classe €' sur un intervalle I, alors

fuv’:uv—fu’v.

b —
fu(t)v'(t)dt:[u(t)v(t)]u—f u'(Hv(r)de.

Siabel,

Démonstration

On écrit simplement [(uv' +u'v) = [(uv) = uv(+C). O

G Elimination d'une fonction dont la dérivée est plus simple

Comme les fonctions 1n, Arccos, Arcsin, Arctan, etc.

Exemples

E9— Sur IRI,[Inxdxlenx—x+C.
r ., X
E10— Sur R, xArctanxdsz(x +1)Arctanx—§+C.

E11— SurRI,flnzxdx:xlnzx—lenx+2x+C.

N 7 In2
E12 — 3 dt=—-—.
0 Cos“t 4 2

0 Abaissement du degré, formule de récurrence
Exemples

E13 — fxgsinxdxz—xscosx+3xzsinx+6xcosx—651nx+CSur R.
X 1 . .

E14— | e Cosxdx:E(cosx+smx)e +C pour Ce R sur R.
X 1 X . Q

E15— | xe cosxdxzie (x(cosx+sinx) —sinx) + C sur R.

E16—F()—/x;dtSUI’R'F ()—EF(H
"= W - FralE) = o =

. t
——  (vial=1+r-r? et 2= - x21).
n(l+x2)n 2
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2
I, =f sin” tdt.
0

Sinz2 I,=%11, ,.

3 Le changement de variable

Théoreme

Si f estcontinue sur I et : J— I estde classe €' sur J, on peut faire le changement
de variable x=¢(1t) :

ff((p(t))(p'(t)dt:ff(x)dx.

Siabe],
¢(b)

b
f flpe'(r)dt = f(x)dx.
@ p(a)

/\Bien changer les bornes quand il y en all
On écrit formellement « x = ¢(1) = dx = ¢’ (1)dz. ».
Deux utilisations sont possibles.

Q On veut calculer f flpm)e' (Hdr
C’est en fait le cas ou on reconnait une forme ¢’ x fo .
Exemples

sin t .
E18 — Sur R, F(t):f—ztdt.On pose x =cost, alors «dx =—sinrdt» et

1+ cos

1
F(t)z—f 2dx=—A1rctanx+C=—Arctan(cost)+C.
1+x

2 x 1 1 )t . . o
E19 — f —dx:[—— ] . Pratique : pas besoin de revenir a x ici!
1 (2x2+3)3 4 (2t+3)?% |,

0 On veut calculerff(x)dx

Dans ce cas, il faut écrire x = ¢(r) avec ¢ de classe €. Mais attention, si on fait un calcul de
primitive, il faudra choisir ¢ bijective pour pouvoir d la fin du calcul revenirde ¢t A x (t= ¢ '(x)). Si
c’'est un calcul d'intégrale avec des bornes, ¢ n'a pas besoin d’'étre bijective!

Exemples

Arcsinx xV1-— x?
”°‘f‘/1_x2dx: st +Csur [-1,1] (x=sin?).

1 In(1+v/2) In(1 2 2
E21 — f \/1+x2dx:f chztdt=n(+\/_)+§(x25ht)-
0 0

a tel que sha =1 alors cha=v2 ete*=1+v2.
On peut aussi poser x =tant.
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t chtsht

2
E22—f Vx?-ldx=|--+
1 2 2
-1
f Vx2-1dx=.. (x=-1).
-2

(x=cht)

0

Comment déterminer un bon changement de variable 2 Pas toujours facile, mais voici quelques
tuyaux pour y parvenir.

4 Les fonctions rationnelles

Parfois, un simple changement de variable, ou des astuces du type +1 -1 permettent de cal-
culer les primitives.

Exemples

3
X ;s . . . ~ q
E23 — f — dx avec t=x? (Y penser en général pour les fractions impaires) ou méme mieux :
X
t=x*

xH
E24 — f sdxavec t=x5.
2+ X

2
X
E25 — fz—dx.
x“+1

Si ce n'est pas possible de simplifier « & vue », I'idée est de se ramener a des fractions simples
pour utiliser, si ae R, sur]a,+oo[ OU ] —oo,al et ne IN*,

1 . 1
f dx = +CsSln#1 et f dx=In|x—al+C.
(x—a)" (n-1(x-a)1 x—a

Pour se faire on procéde a ce qu'on appelle une décomposition en éléments simples. Elles se-
ront étudiées plus tard dans I'année. Le principe est le suivant : on s’arrange pour que le degré du
numérateur soit inférieur a celui du dénominateur (division polynomiale). Puis on factorise le déno-
minateur. Enfin, on écrit la fraction comme une somme de fractions plus simples, du type ci-dessus

N . , . a
avec la regle suivante : un facteur (x— )" au dénominateur donne des termes ot ( L T
X—a X—a

ou ay,...,a, sont des constantes d déterminer.

Exemples

- -xP+x+1 -
. On commence par poser la division :

E26 — On veut primitiver f:x—
- ! xB-x2-x+1

x4—x3—x2+x+1:(x3—x2—x+1)x+1

1 . .
donc f(x) = x+ m=—————. Mais 1 est racine de x*-x*-x+1, donc
x°—=xc—x+1

B —x+1=x-DE*-1) =x-1*x+1).

a b

= - - etontfrouve a=1,
(x-1D2x+1) x-1D%2 x-1 x+1

On cherche donc a,b,ce R tels que
__1 _1

b= ~ eT c= e

Il ne reste plus qu'd intégrer, sur I} =] —oo,—1[ OU I, =] —1,1[ OU I3 =]1,+oo] :

1/2 1/4 1/4 i 1 Inlx-1 In|x+1]
ff(x)dx:fx+ - + dx=—- = + +C.
(x-12 x-1 x+1 2 2x-1 4 4
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Il'y a un autre cas & fraiter : c’'est celui pour lequel on obtient un facteur ax? + bx + ¢ au déno-
+p

minateur sans racine réelle : cela donne dans la décomposition un terme en P abric
ax X+ C

primitive en In et Arctan comme dans I'exemple ci-apres :

, Qui se

Exemples
E27 — Sur R,

3x+2 322x+1)+1/2 3 2x+1 1 1

T qe= | T Pr= [ S dxd o | ———dx

x2+x+1 x2+x+1 2) x2+x+1 2J x24+x+1
3 1 1
=—ln(x2+x+1)+—/—dx
2 2J (x+1/2)2+3/a

2 1

—f dx

3J @x/v3+1/v3)2+1

2x+1

V3

3
= Eln(x2+x+1)+

3 3
= 5 In(x®>+x+1)+ %Arctan(

5 Les fonctions tfrigonométriques

Si on veut intégrer une fonctions polynomiale en cosx et sinx, le plus simple est de linéariser.
Cependant, si on a un terme en sin” xcos? x avec p ou g impair, on peut poster t = cosx Si g est
impair et t=sinx si p estimpaire en utilisant cos? +sin? = 1.

Exemples

1+ cos2x 1 1
E28 — Sur R,fcoszxdx:dex:§x+Zsin2x+C.

. 1 . 1 .
E29 — SurIR,fcos3xsm2xdx:531n3x—gsm5x+C.

Si on veut intégrer une fraction rationnelle en cos x et sinx, on applique les regles de Bioche :

Propriété : Régles de Bioche

Si« f(x)dx» est invariant par
e X— —X, ON POSE t=cosx;
e X— 7 —X, ON POSe t=sinx;
e X—m+Xx, ON OOSEe t=tanx,
Sinon, on pose t = tanj.

Exemples
cos3 x 1
. 2 . .
E30 — f—dx=—§sm x+2sinx—3In(2+sinx) + C.

2+sinx
1 2v3 2V3 3
E31 - f —dx = \/_Arctan(—\/_tanf+£)+Ck sur I = |2k — Dz, 2k + V)| pour k€ Z.
2+sinx 3 3 2 3
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6 Les fonctions hyperboliques

Pourles fonctions faisant intervenir ch, sh, th et exp, on peut poser r = e* (chx =

1

1 1
t+—),shx:—(t——
t 2

DN | =

-1
thx=——)

SiI'on a une fraction rationnelle en ch, sh, th, il est plus efficace d'appliquer un changement
de variable obtenu gréce aux régles de Bioche appliquées a la fraction rationnelle dans lagquelle
on aura remplacé mentalement ch, sh, th par cos, sin, tan respectivement.

Exemples

ex

E32— Sur I; = R} ou I, = R*, f = dx = In|e** - 1| + Cx en posant ¢ = e*. On peut aussi écrire
sSnx

e* =chx+shx etintégrer en x+In|sh x|+ C; (et c'est bien la méme chosel)
1

1
E33— Sur[ =R} ou I :Rf,f dx=- —2Arctan(e”) + Cy.
! 2 sh?xchx sh(x) ,

7 Les fonctions avec radical
ax+b
cx+d

« Sil'on souhaite intégrer une fraction rationnelle en x et { (x et Vax+ b en particulier),

on pose t={/ axtb
~ Voex+d

Exemples

1 3
E34 — SUr I =] - 3,+o0[, OU 12=]—Oo,—3[,f—dx=x+—(2+x)\3/m+ck.
1+v2+x 4
E35— SUT I; =] —00,~1[ OU I =] - 1,+oo[, €n posant ¢ = V2 +x
L S 9 3 2YZ+x+1
fs—dx:—ln \/32+x—1|+—ln(\/32+x2+\/32+x+2)+—Arctan VETXT O .
X+vV2+x 4 8 Wl 77

« Sil'on souhaite intégrer une fraction rationnelle en x et Vax?+ bx+c (a #0), il faut mettre ce
dernier sous forme canonique pour obtenir du

Vx(@x+p)2+1
puUis poser t = ax+ f.

Parfois, a cette étape Id, on reconnait une dérivée usuelle de racine ou de Arcsin. Si ce
n'est pas le cas, on effectue un dernier changement de variable pour se ramener a un
carré sous la racine.

Ainsi, pour

1 o
* V2+10onpose t=shu (sh®+1=ch?) oU ¢ =tanu (1+tan? = —, attention & I'intervalle dans
COS

ce casld.)
* V12—1 on pose t=+chu suivant le signe de t. (ch®> -1 =sh?.)
* V1-12 0N pose t=sinu OU t=cosu (1—-cos? =sin? et 1 -sin? = cos?.)

Exemples
4x-6

1
E36 — Sur 1,2,/ dx= +C.
2l Bx—x2-2)3/2 V3x—x2-2
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