
2021 / 2022 Lycée Carnot – MP 1 & MP 2
BANQUE D’EXERCICES CCINP – PROGRAMME DE MPSI

• Les exercices qui suivent sont issus de la
banque d’exercices du concours CCINP. Le pre-
mier exercice donné à l’oral du concours est
systématiquement issu de cette banque d’exer-
cices, qui sont souvent proches du cours, ou
mettant en uvre des techniques classiques.

• Nous avons sélectionné les exercices qui n’uti-
lisent que des notions du programme de pre-
mière année.

• Des corrigés officiels sont disponibles en ligne,
ce qui vous permet de travailler ces exercices
de révision en autonomie.

• Lorsque certaines questions d’un exercice uti-
lisent des notions du programme de deuxième
année, elle apparaissent barrées.

1. Analyse
A. Équations différentielles�� ��1 CCINP 31

1. Déterminer une primitive de x 7→ cos4 x .

2. Résoudre sur R léquation différentielle
y ′′ + y = cos3 x en utilisant la méthode
de variation des constantes.�� ��2 CCINP 42

On considère les deux équations différen-
tielles suivantes :

2x y ′ − 3y = 0 (H)

2x y ′ − 3y =
p

x (E)

1. Résoudre (H) sur l’intervalle ]0,+∞[.
2. Résoudre (E) sur l’intervalle ]0,+∞[.
3. L’équation (E) admet-elle des solutions

sur l’intervalle [0,+∞[?

B. Nombres complexes�� ��3 CCINP 84

1. Donner la définition dun argument dun
nombre complexe non nul (on ne de-
mande ni linterprétation géométrique, ni
la démonstration de lexistence dun tel
nombre).

2. Soit n ∈N∗. Donner, en justifiant, les so-
lutions dans C de léquation zn = 1 et pré-
ciser leur nombre.

3. En déduire, pour n ∈ N∗, les solutions
dans C de léquation (z + i)n = (z − i)n et
démontrer que ce sont des nombres réels.�� ��4 CCINP 89

Soit n ∈N tel que n> 2. On pose z = ei 2π
n .

1. On suppose que k ∈ ¹1, n− 1º. Détermi-
ner le module et un argument du com-
plexe zk − 1.

2. On pose S =
n−1∑
k=0

��zk − 1
��. Montrer que

S =
2

tan π
2n

.

C. Suites�� ��5 CCINP 1

1. On considère deux suites numériques
(un)n∈N et (vn)n∈N telles que (vn)n∈N est
non nulle à partir d’un certain rang et
un ∼+∞ vn.

Démontrer que un et vn sont de même
signe à partir d’un certain rang.

2. Déterminer le signe, au voisinage de l’in-
fini, de un = sh

� 1
n

�− tan
� 1

n

�
.�� ��6 CCINP 43

1. Soit x0 ∈ R. On définit la suite (un) par
u0 = x0 et ∀ n ∈N, un+1 = Arctan(un).

(a) Démontrer que la suit (un) est mo-
notone et déterminer, en fonction
de la valeur de x0, le sens de varia-
tion de (un).

(b) Montrer que (un) converge et déter-
miner sa limite.

2. Déterminer l’ensemble des fonc-
tions h, continues sur R, telles que
∀ x ∈R, h(x) = h(Arctan x).

D. Intégration�� ��7 CCINP 56

On considère la fonction H définie sur

]1,+∞[ par H(x) =

∫ x2

x

dt
ln t

.

1. Montrer que H est C1 sur ]1,+∞[ et cal-
culer sa dérivée.

2. Montrer que la fonction u définie par

u(x) =
1

ln x
− 1

x − 1
admet une limite fi-

nie en x = 1.

3. En utilisant la fonction u de la question
2., calculer la limite en 1+ de la fonction
H.

E. Séries�� ��8 CCINP 5 : Série de Bertrand par-
ticulière

1. On considère la série de terme général

un =
1

n (ln n)α
où n¾ 2 et α ∈ R.

(a) Cas α¶ 0

En utilisant une minoration très
simple de un, démontrer que la sé-
rie diverge.

(b) Cas α > 0

Étudier la nature de la série.
Indication : On pourra utili-
ser la fonction f définie par

f (x) =
1

x(ln x)α
.

2. Déterminer la nature de la série∑
n¾3

�
e−

�
1+

1
n

�n�
e

1
n

(ln(n2 + n))2
.

�� ��9 CCINP 6 : Critère de d’Alembert

Soit (un)n∈N une suite de réels strictement
positifs et ℓ un réel positif strictement inférieur
à 1.

1. Démontrer que si lim
n→+∞

un+1

un
= ℓ, alors

la série
∑

un converge.

Indication : écrire, judicieusement, la dé-

finition de lim
n→+∞

un+1

un
= ℓ, puis majorer,

pour n assez grand, un par le terme géné-
ral d’une suite géométrique.

2. Quelle est la nature de la série
∑
n¾1

n!
nn

?

�� ��10 CCINP 7

1. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de
nombres réels positifs.
On suppose que (vn)n∈N est non nulle à
partir d’un certain rang.
Montrer que si un s

+∞ vn, alors∑
un et

∑
vn sont de même nature.

2. Étudier la convergence de la série∑
n¾2

(i− 1) ln n sin
�

1
n

�
�p

n+ 3− 1
� .

(i est ici le nombre complexe de carré égal
à −1)�� ��11 CCINP 8 : Séries alternées

Soit (un)n∈N une suite décroissante positive
de limite nulle.

1. (a) Démontrer que la série
∑
(−1)k uk

est convergente.
Indication : on pourra considé-
rer (S2n)n∈N et (S2n+1)n∈N avec

Sn =
n∑

k=0

(−1)k uk .

(b) Donner une majoration de la va-
leur absolue du reste de la série∑
(−1)k uk .

2. (a) Étudier la convergence simple
[pour x ∈ R fixé] de la série de

fonctions
∑
n¾1

(−1)n e−nx

n
.

(b) Étudier la convergence uniforme
sur [0,+∞[ de la série de fonctions∑
n¾1

(−1)n e−nx

n
.
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�� ��12 CCINP 46 : Séries alternées

On considère la série∑
n¾1

cos
�
π
p

n2 + n+ 1
�

.

1. Prouver que, au voisinage de +∞,

π
p

n2 + n+ 1= nπ+
π

2
+α
π

n
+O

�
1
n2

�
où α est un réel que l’on déterminera.

2. En déduire que
∑
n¾1

cos
�
π
p

n2 + n+ 1
�

converge.

3.
∑
n¾1

cos
�
π
p

n2 + n+ 1
�

converge-t-elle

absolument?

2. Algèbre
A. Arithmétique�� ��13 CCINP 86

1. Soit (a, b, c) ∈ Z3. Prouver que si
p ∧ a = 1 et p ∧ b = 1 alors p ∧ (ab) = 1.

2. Soit p un nombre premier.
(a) Prouver que pour tout k ∈ ¹1, p−1º,

p divise
�

p
k

�
k! et en déduire que p

divise
�

p
k

�
.

(b) Prouver que∀n ∈N, np ≡ n mod p.
Indication : procéder par récur-
rence.

(c) En déduire, pour tout entier naturel
n, que

p ne divise pas n=⇒ np−1 ≡ 1 mod p.�� ��14 CCINP 94

1. Énoncer le théorème de Bézout dans Z.
2. Soit a et b deux entiers naturels premiers

entre eux. Soit c ∈N.
Prouver que : (a|c et b|c)⇐⇒ ab|c.

3. On considère le système (S) :§
x ≡ 6 mod(17)
x ≡ 4 mod(15) dans lequel

l’inconnue x appartient à Z.
(a) Déterminer une solution particu-

lière x0 de (S) dans Z.
(b) Déduire des questions précédentes la

résolution dans Z du système (S).

B. Polynômes�� ��15 CCINP 87

Soient a0, a1, · · · , an n+1 réels deux à deux
distincts.

1. Montrer que si b0, b1, · · · , bn sont n+ 1
réels quelconques, alors il existe
un unique polynôme P vérifiant
deg P ¶ n et ∀i ∈ {0, · · · , n} P (ai) = bi .

2. Soit k ∈ ¹0, . . . , nº.
Expliciter ce polynôme P, que l’on notera
Lk , lorsque

∀i ∈ ¹0, . . . , nº bi =
§

0 si i 6= k
1 si i = k

3. Prouver que ∀p ∈ ¹0, . . . , nº,
n∑

k=0

ap
k Lk = X p .

�� ��16 CCINP 90

K désigne le corps des réels ou celui des
complexes.

Soient a1, a2, a3 trois scalaires distincts don-
nés de K.

1. Montrer que

Φ : K2[X ] −→ K3

P 7−→ �
P(a1), P(a2), P(a3)

�
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2. On note (e1, e2, e3) la base ca-
nonique de K3 et on pose
∀k ∈ {1,2, 3}, Lk = Φ−1(ek).

(a) Justifier que (L1, L2, L3) est une
base de K2[X ].

(b) Exprimer les polynômes L1, L2 et L3
en fonction de a1, a2 et a3.

3. Soit P ∈K2[X ]. Déterminer les coordon-
nées de P dans la base (L1, L2, L3).

4. Application : On se place dans R2 muni
d’un repère orthonormé et on considère
les trois points A(0,1), B(1,3), C(2,1).
Déterminer une fonction polynomiale de
degré 2 dont la courbe passe par les
points A, B et C .

�� ��17 CCINP 85

1. Soient n ∈N∗, P ∈Rn [X ] et a ∈R.

(a) Donner sans démonstration, en uti-
lisant la formule de Taylor, la dé-
composition de P(X ) dans la base�
1, X − a, (X − a)2 , · · · , (X − a)n

�
.

(b) Soit r ∈N∗. En déduire que :
a est une racine de P d’ordre de
multiplicité r si et seulement si
P(r)(a) 6= 0 et ∀k ∈ ¹0, r − 1º ,
P(k)(a) = 0.

2. Déterminer deux réels a et b pour
que 1 soit racine double du polynôme
P = X 5 + aX 2 + bX et factoriser alors ce
polynôme dans R [X ].

C. Espaces vectoriels�� ��18 CCINP 55

Soit a un nombre complexe.
On note E l’ensemble des suites à valeurs

complexes telles que :

∀n ∈ N, un+2 = 2aun+1+4(ia−1)un avec (u0, u1) ∈C2.

1. (a) Prouver que E est un sous-espace
vectoriel de l’ensemble des suites à
valeurs complexes.

(b) Déterminer, en le justifiant, la di-
mension de E.

2. Dans cette question, on considère la suite
de E définie par : u0 = 1 et u1 = 1.
Exprimer, pour tout entier naturel n, le
nombre complexe un en fonction de n.
Indication : discuter suivant les valeurs

de a.

D. Applications linéaires�� ��19 CCINP 60

Soit la matrice A =
�

1 2
2 4

�
et

f l’endomorphisme de M2 (R) défini par :
f (M) = AM .

1. Déterminer une base de Ker f .

2. f est-il surjectif ?

3. Déterminer une base de Im f .

4. A-t-onM2 (R) = Ker f ⊕ Im f ?

�� ��20 CCINP 62

Soit E un espace vectoriel sur R ou C. Soit
f ∈ L (E) tel que f 2 − f − 2Id= 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f −1

en fonction de f .

2. Prouver que E = Ker( f +Id)⊕Ker ( f −2Id) :

(a) en utilisant le lemme des noyaux ;

(b) sans utiliser le lemme des noyaux.

3. Dans cette question, on suppose que E est
de dimension finie.
Prouver que Im( f + Id) = Ker ( f − 2Id).�� ��21 CCINP 93

Soit E un espace vectoriel réel de dimension
finie n> 0 et u ∈ L (E) tel que u3+u2+u= 0.

1. Montrer que Imu⊕ Keru= E.

2. (a) Énoncer le lemme des noyaux pour
deux polynômes.

(b) En déduire que
Imu= Ker(u2 + u+ Id).

3. On suppose que u est non bijectif.
Déterminer les valeurs propres de u.
Justifier la réponse.

Remarque : les questions 1. , 2. et 3. peuvent
être traitées indépendamment les unes des
autres.

E. Matrices d’applications li-
néaires�� ��22 CCINP 59

Soit E l’espace vectoriel des polynômes à co-
efficients dans K (K =R ou K=C) de degré
inférieur ou égal à n.
Soit f l’endomorphisme de E défini par :
∀ P ∈ E, f (P) = P − P ′.

1. Démontrer que f est bijectif de deux ma-
nières :

(a) sans utiliser de matrice de f ,

(b) en utilisant une matrice de f .

2. Soit Q ∈ E. Trouver P tel que f (P) =Q .
Indication : si P ∈ E, quel est le polynôme
P(n+1) ?

3. f est-il diagonalisable ?
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�� ��23 CCINP 71

Soit p, la projection vectorielle de R3, sur le
plan P d’équation x + y + z = 0, parallèlement

à la droite D d’équation x =
y
2
=

z
3

.

1. Vérifier que R3 = P ⊕ D.

2. Soit u = (x , y, z) ∈ R3. Déterminer p(u)
et donner la matrice de p dans la base ca-
nonique de R3.

3. Déterminer une base de R3 dans laquelle
la matrice de p est diagonale.

F. Déterminant�� ��24 CCINP 63

Soit un entier n ¾ 1. On considère la ma-
trice carrée d’ordre n à coefficients réels :

An =


2 −1 0 ··· 0

−1 2 −1
...

...

0 −1
...

. . . 0
...

. . .
. . . 2 −1

0 ··· 0 −1 2


Pour n ¾ 1, on désigne par Dn le déterminant
de An.

1. Démontrer que Dn+2 = 2Dn+1 − Dn.

2. Déterminer Dn en fonction de n.

3. Justifier que la matrice A est
diagonalisable. Le réel 0 est-il valeur
propre de A?

G. Espaces préhilbertiens�� ��25 CCINP 76

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un pro-
duit scalaire noté ( | ).

On pose ∀ x ∈ E, ||x ||=p(x |x).
1.

(a) Énoncer et démontrer l’inégalité de
Cauchy-Schwarz.

(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le dé-
montrer.

2. Soit

E = { f ∈ C ([a, b] ,R) , ∀ x ∈ [a, b] f (x)> 0} .

Prouver que l’ensemble¨∫ b

a
f (t)d t ×

∫ b

a

1
f (t)

d t , f ∈ E

«
admet une borne inférieure m et détermi-
ner la valeur de m.�� ��26 CCINP 77

Soit E un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E.

Démontrer que
�
A⊥
�⊥
= A.

2. Soient F et G deux sous-espaces vecto-
riels de E.
Démontrer que (F + G)⊥ = F⊥ ∩ G⊥. et
que (F ∩ G)⊥ = F⊥ + G⊥.�� ��27 CCINP 78

Soit E un espace euclidien de dimension n
et u un endomorphisme de E.

On note (x |y) le produit scalaire de x et de
y et ||.|| la norme euclidienne associée.

1. Soit u un endomorphisme de E, tel que :
∀x ∈ E, ||u(x)||= ||x ||.
(a) Démontrer que

∀(x , y) ∈ E2 (u(x)|u(y)) = (x |y).
(b) Démontrer que u est bijectif.

2. Démontrer que l’ensemble O (E) des iso-
métries vectorielles de E , muni de la loi
◦ , est un groupe.

3. Soit u ∈ L (E). Soit e = (e1, e2, ..., en) une
base orthonormée de E.
Prouver que u ∈ O (E) si et seulement si
(u(e1), u(e2), ..., u(en)) est une base ortho-
normée de E.�� ��28 CCINP 79

Soit a et b deux réels tels que a<b.

1. Soit h une fonction continue et positive
de [a, b] dans R.

Démontrer que

∫ b

a
h(x)dx = 0=⇒ h= 0 .

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions
continues de [a, b] dans R.
On pose, pour ( f , g) ∈ E2,

( f |g) =
∫ b

a
f (x)g(x)dx .

Démontrer que l’on définit ainsi un pro-
duit scalaire sur E.

3. Majorer

∫ 1

0

p
xe−x dx en utilisant l’in-

égalité de Cauchy-Schwarz.�� ��29 CCINP 80

Soit E l’espace vectoriel des applications
continues et 2π-périodiques de R dans R.

1. Démontrer que ( f | g) = 1
2π

∫ 2π

0
f (t) g (t)dt

définit un produit scalaire sur E.

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré
par f : x 7→ cos x et g : x 7→ cos (2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F
de la fonction u : x 7→ sin2 x .�� ��30 CCINP 81

On définit dansM2 (R)×M2 (R) l’application
φ
�
A, A′

�
= tr

�
t AA′

�
, où tr

�
t AA′

�
désigne la

trace du produit de la matrice t A par la matrice
A′.
On note F =

§�
a b
−b a

�
, (a, b) ∈ R2

ª
.

On admet que φ est un produit scalaire sur
M2 (R) .

1. Démontrer queF est un sous-espace vec-
toriel deM2 (R).

2. Déterminer une base de F⊥.

3. Déterminer la projection orthogonale de

J =
�

1 1
1 1

�
sur F⊥ .

4. Calculer la distance de J à F .�� ��31 CCINP 82

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-
espace vectoriel de E de dimension finie n> 0.

On admet que pour tout x ∈ E, il existe un
élément unique y0 de F tel que x − y0 soit or-
thogonal à F et que la distance de x à F soit
égale à ‖x − y0‖.

Pour A =
�

a b
c d

�
et A′ =

�
a′ b′
c′ d ′

�
, on

pose
�
A | A′�= aa′ + bb′ + cc′ + dd ′.

1. Démontrer que ( . | . ) est un produit sca-
laire surM2 (R).

2. Calculez la distance de la matrice

A =
�

1 0
−1 2

�
au sous-espace vec-

toriel F des matrices triangulaires supé-
rieures.�� ��32 CCINP 92

Soit n ∈ N∗. On considère E =Mn(R) l’es-
pace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

On pose ∀(A, B) ∈ E2, 〈A , B〉= tr(tAB) où tr
désigne la trace et tA désigne la transposée de
la matrice A.

1. Prouver que 〈 , 〉 est un produit scalaire
sur E.

2. On note Sn(R) l’ensemble matrices symé-
triques de E.
Une matrice A de E est dite antisymé-
trique lorsque t A= −A.
On note An(R) l’ensemble des matrices
antisymétriques de E.

(a) Prouver que E = Sn(R)⊕ An(R).
(b) Prouver que An(R)⊥ = Sn(R).

3. Soit F l’ensemble des matrices diagonales
de E.
Déterminer F⊥.

3. Dénombrement et probabili-
tés

A. Dénombrement�� ��33 CCINP 112

Soit n ∈ N∗ et E un ensemble possédant n
éléments.

On désigne parP (E) l’ensemble des parties
de E.

1. Déterminer le nombre a de couples
(A, B) ∈ (P (E))2 tels que A⊂ B.

2. Déterminer le nombre b de couples
(A, B) ∈ (P (E))2 tels que A∩ B =∅.

3. Déterminer le nombre c de triplets
(A, B, C) ∈ (P (E))3 tels que A, B et C
soient deux à deux disjoints et vérifient
A∪ B ∪ C = E.
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B. Probabilités�� ��34 CCINP 105

1. Énoncer et démontrer la formule de
Bayes pour un système complet d’événe-
ments.

2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pi-
pés.
Pour chaque dé pipé, la probabilité d’ob-
tenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut 1

2 .

(a) On tire un dé au hasard parmi les
100 dés. On lance ce dé et on ob-
tient le chiffre 6.
Quelle est la probabilité que ce dé
soit pipé?

(b) Soit n ∈ N∗.
On tire un dé au hasard parmi les
100 dés. On lance ce dé n fois et on
obtient n fois le chiffre 6.
Quelle est la probabilité pn que ce
dé soit pipé?

(c) Déterminer lim
n→+∞ pn. Interpréter ce

résultat.�� ��35 CCINP 107

On dispose de deux urnes U1 et U2.
L’urne U1 contient deux boules blanches et

trois boules noires.
L’urne U2 contient quatre boules blanches

et trois boules noires.
On effectue des tirages successifs dans les

conditions suivantes : on choisit une urne au
hasard et on tire une boule dans l’urne choisie.
On note sa couleur et on la remet dans l’urne
d’où elle provient.

• Si la boule tirée était blanche, le tirage
suivant se fait dans l’urne U1.

• Sinon le tirage suivant se fait dans l’urne
U2.

Pour tout n ∈ N∗, on note Bn l’événement ń
la boule tirée au nième tirage est blanche ż et on
pose pn = P(Bn).

1. Calculer p1.

2. Prouver que

∀ n ∈ N∗, pn+1 = − 6
35

pn +
4
7

.

3. En déduire, pour tout entier naturel n
non nul, la valeur de pn.

C. Variables aléatoires�� ��36 CCINP 95

Une urne contient deux boules blanches et
huit boules noires.

1. Un joueur tire successivement, avec re-
mise, cinq boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne
2 points et pour chaque boule noire tirée,
il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représen-
tant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus
par le joueur sur une partie.
(a) Déterminer la loi de X , son espé-

rance et sa variance.
(b) Déterminer la loi de Y , son espé-

rance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que les

cinq tirages successifs se font sans remise.
(a) Déterminer la loi de X .
(b) Déterminer la loi de Y .�� ��37 CCINP 98

Une secrétaire effectue, une première fois,
un appel téléphonique vers n correspondants
distincts.

On admet que les n appels constituent n
expériences indépendantes et que pour chaque
appel, la probabilité d’obtenir le correspondant
demandé est p (p ∈ ]0,1[).

Soit X la variable aléatoire représentant le
nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X . Justifier.
2. La secrétaire rappelle une seconde fois,

dans les mêmes conditions, chacun des
n − X correspondants qu’elle n’a pas pu
joindre au cours de la première série
d’appels. On note Y la variable aléatoire
représentant le nombre de personnes
jointes au cours de la seconde série d’ap-
pels.
(a) Soit i ∈ ¹0, nº. Déterminer, pour

k ∈ N, P(Y = k|X = i).
(b) Prouver que Z = X + Y suit une

loi binomiale dont on déterminera
le paramètre.
Indication : on pourra utiliser,
sans la prouver, l’égalité suivante :�

n− i
k− i

��
n
i

�
=
�

k
i

��
n
k

�
.

(c) Déterminer l’espérance et la va-
riance de Z.
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1. Rappeler l’inégalité de Bienaymé-
Tchebychev.

2. Soit (Yn) une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes, de même
loi et admettant un moment d’ordre 2.

On pose Sn =
n∑

k=1

Yk .

Prouver que pour tout a ∈ ]0,+∞[,
P

�����Sn

n
−E(Y1)

����¾ a

�
¶ V (Y1)

na2
.

3. Application :
On effectue des tirages successifs, avec re-
mise, d’une boule dans une urne conte-
nant 2 boules rouges et 3 boules noires.
Á partir de quel nombre de tirages peut-
on garantir à plus de 95% que la propor-
tion de boules rouges obtenues restera
comprise entre 0,35 et 0,45 ?
Indication : Considérer la suite (Yi) de
variables aléatoires de Bernoulli où Yi
mesure l’issue du iième tirage.�� ��39 CCINP 101

Dans une zone désertique, un animal erre
entre trois points d’eau A,B et C .

A l’instant t=0, il se trouve au point A.
Quand il a épuisé l’eau du point où il se

trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre
l’un des deux autres points d’eau.

L’eau du point qu’il vient de quitter se régé-
nère alors.

Soit n ∈ N.
On note An l’événement" l’animal est en A après
son nième trajet".

On note Bn l’événement" l’animal est en B
après son nième trajet".

On note Cn l’événement" l’animal est en C
après son nième trajet". On pose P(An) = an,

P(Bn) = bn et P(Cn) = cn.

1. (a) Exprimer, en le justifiant, an+1 en
fonction de an, bn et cn.

(b) Exprimer, de même, bn+1 et cn+1 en
fonction de an, bn et cn.

2. On considère la matrice

A=

 0 1/2 1/2
1/2 0 1/2
1/2 1/2 0

!
.

(a) Justifier, sans calculs, que la matrice
A est diagonalisable.

(b) Prouver que −1
2

est valeur propre

de A et déterminer le sous-espace
propre associé.

(c) Déterminer [On admet qu’il existe]
une matrice P inversible et une ma-
trice D diagonale de M3(R) telles
que D = P−1AP.
Remarque : Le calcul de P−1 n’est
pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la ques-
tion 2. peuvent être utilisés pour calculer
an, bn et cn en fonction de n.
Remarque : Aucune expression finalisée
de an, bn et cn n’est demandée.�� ��40 CCINP 104

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à
3.

On dispose de n boules numérotées de 1 à
n et d’une boîte formée de trois compartiments
identiques également numérotés de 1 à 3.

On lance simultanément les n boules .
Elles viennent se ranger aléatoirement dans

les 3 compartiments.
Chaque compartiment peut éventuellement

contenir les n boules.
On note X la variable aléatoire qui à

chaque expérience aléatoire fait correspondre
le nombre de compartiments restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X .
2. (a) Déterminer la probabilité

P(X = 2).

(b) Finir de déterminer la loi de proba-
bilité de X .

3. (a) Calculer E(X ).
(b) Déterminer lim

n→+∞E(X ). Interpré-

ter ce résultat.�� ��41 CCINP 109

Soit n ∈ N∗. Une urne contient n boules
blanches numérotées de 1 à n et deux boules
noires numérotées 1 et 2.

On effectue le tirage une à une, sans remise,
de toutes les boules de l’urne.

On note X la variable aléatoire égale au
rang d’apparition de la première boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au
rang d’apparition de la première boule numé-
rotée 1.

1. Déterminer la loi de X .
2. Déterminer la loi de Y .
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