MP2I A rendre lundi 12 septembre
Devoir Libre n°2

On veillera a présenter trés clairement sa copie, et en particulier
les réponses, tirer un trait entre les questions et répondre de
maniére concise (mais compléte).

La rédaction est a soigner tout particulierement!

Partie 1 - Une formule combinatoire

On se fixe n,N €N tels que n < N et on veut démontrer la formule
(-0
n) \n+l
k=n

1. Comment cefte formule se traduit-elle dans le triangle de Pascal 2

2. Démontrer la formule par récurrence.

Attention, c'est délicat caril y a deux variables entieres n et N. Il faut bien choisir la
variable sur laquelle va porter la récurrence, et bien réfléchir a ce que I'on fait de
I'autre : est-elle fixée une fois pour toute, ou a-t-on besoin de la faire varier dans
I'hypothese de récurrence 2

. . . . k . k+1
3. On propose une autre démonstration : si k > n, exprimer (n) en fonction de (n::_—l)
k -
et ( ) en ufilisant une formule du cours.
n+1
Retrouver ainsi la formule.
. \ . k k k L
4. Exprimer k, k? et k® aI'aide de (1) (2) et (3) puis utiliser la formule pour calculer

N N N
Zk, Zk2 et Z/é.
0 k=0

k=0 k=t

Partie 2 - Avutour des nombres harmoniques

. P 1 1 1 1
On appelle n® nombre harmonique leréel H,=1+-+-+---+—= Z —.
2 3 no<5p
On pose aussi (logiquement) H, =0.

5. Soit neIN*.

—1 ) S n+l-— )
(a) Calculer, pour p €[1,n], Z; puis expnmerznp% en fonction de H,,.
k=p p=1

L 1 .
(b) En déduire la valeur de Z ; en fonction de H,,.

1<p<ks<n
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(c) Démontrer que ZHk =(n+1)H,—n.
k=0

. [k
6. Le but de cette question est de calculer, pour n,m €N, Z(m)Hk
k=0

k k k+1 1 [(k+1 1 k
(a) Monfrerquepour’roufk,me]N,( )+( ):( * )ef—( + ): ( )
m m+1 m+1 k+1\m+1 m+1\m

(b) En utilisant ce qui précéde et la formule de la partie 1, calculer, pour tout
< 1
m,neN, (k+ )(HkH_Hk)-
m

((k+1 k n+1
(c) Justifier que (( )Hk+1—( )Hk) :( )Hﬂ+1 et en déduire
; m+1 m+1 m+1

()i =)
Zi\\m kT ma1 k+1— H) |-

Nk N
(d) ColculerZ(m)Hk. Que (re)donne le cas particulier m=02
k=0

n
7. Exprimer, pour tout n € IN*, Zsz en fonction de H,,.
k=0

n n k
. 1
On pourra commencer par écrire » HZ =Y (Hk (Z ]))

k=1 k=1 j=1
8. Limite de (H,)
Cette partie est indépendante du reste.
. 1
(a) Montrer quesineN, H,,—H, > >
(b) En déduire que (H,) n'a pas de limite finie.

(c) Justifier que H,, — +oo.

FIN DE L'ENONCE
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