MP2I A rendre mardi 27 septembre
Devoir Libre n° 3

Exercice 1- Racines de polynédmes de degré 3 par la méthode de Cardan

1. Ona (-1 =-1et (—i)*=—i, donc Ges racines cubiques de —1 sont 71,7j,7jD et celles de

2. (a) uetvtelsque u+v=zetuv :72 sont les racines du trindme X?—zX — g et donc

p?
3.3 _ 3 _
(b) Ona udvi=(uv)= 5 et

W+ vi=(u+vP-3u'v—3uv’=z*-3uv(u+v)=z*+pz=—q.

3
Donc | u® et v® sont solutions de I'équation (E') z*+qz— 5—7 =0.

(c) On calcule
(ju+ivy = +3j' u* v+ 3P uv? + v® = u + v¥ + 3ju v + 3P uv? =—q +3uv(ju +i*v) = —q —pju+j*v)

Donc (ju+j vy +pju+jv)+g=0.

Par symétrie, on en conclut queGu +j?v et jfu+jv sont également solutions de I'équation (E))

3. (E) z®-3iz+1—i=0donc (E’) z*+(1—i)z—i=0 dont les solutions sont facilement —1 et i.
D'apres la premiere question, on peut choisir u=—1 et v =—i des racines cubiques de chaque solution vérifiant

—3i .
uv :—Tl. Les solutions de (E) sont donc —1—1i, —j—ij* et —jz—ij)

Aprés simplification, on obtient | —1—i,

1—2\6 1+ﬁ(1+i)4

(1+1i), 5

4. (E)) z*+az’+bz+c=000a,b,ceC.

2

. a3 a a® ] a
On met sous forme canonique z* +az?+bz+c :(z+ §) +(b7?)z+07§. Il suffit donc de poser| Z=z+ el

pour se ramener & (E).

5. Conformément & la méthode mise en place, on pose Z =z —2 et on se ramene a I'équation (E) Z°—3Z +1=0.
D’ou I'équation (E’) Z*+Z +1=0 dont les solutions sont bien sdr j et .
On en extrait des racines cubiques u e etv=a=u=e% dontle produit vaut 1.
Les racines de (E) sont donc

7 2r o 8r T, = ar
. u+v:u+u:2cos? ® ju+tj v:]u+]u:2cos?:—2cos§ e u+]v:]u+]u:2cos?

. . 2n T 4n 5
Finalement, les racines de 2z%® — 622 + 9z — 1 sont 2+2008?,2—2cos§ eT2+ZCos?, soit encore

b T 2m
2cos? =, 2sin® — et 2cos? —.
9 18 9

Exercice 2- Etude de fonction

1. Comme - est définie et confinue sur R* et ez est définie et continue sur R, (f est définie et continue sur ]R*)
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De plus, G(x)— |— x|/2e3-0) —:H(D par croissance comparée.
oo

Qo courbe représentative de f admet comme asymptote horizontale I'axe des abscisse en +oo)

. Comme - est dérivable sur R et e~z est dérivable sur R, | f est dérivable sur Rf. | On a de plus, si x € R,

=

@

L fx)=f0) _ e
Au voisinage de 0, Y T i +o0, donc

Q n'est pas dérivable en (D et (so courbe représentative y posséde une (demi-)tangente verﬂcole)

. On a directement, vu f’:

x |0 1 +0o

1
F@ly Ve

. [ est dérivable par opérations sur R} et si x e R,

=

1—2x
o= 72\/777; 1—x i x2—2x—187
4x 4/x 4x4/X

f”(x) est donc du signe de x?—2x—1 dont le discriminant réduit est 2, donc les racines sont 1+v/2. Comme 1—v2 <0,
on s'inferesse a 1+ v2 € R!. Comme le frinbme a deux racines distinctes, x*—2x—1 et donc f” s'annulent en

changeant de signe en a=1++v2. Donc G présente une inflexion en a=1+ «/E)

. Latangente en a a pour équation y = f(a)(x —a)+ f(a). Comme a#1, f/(a)#0 et I'abscisse de I'intersection de

la tangente avec I'axe des abscisse est

fla) 20 ad*+a 3a+1 4+3v2
— —g— " = = =

f(a) l1-a a-1 a—1 V2
car a racine de x2—2x—1donc a*+a=3a+1.

x=a =342v2

L'infersection de la tangente en a et I'axe des abscisse est le point de coordonnées (3+2v2, O].)

6.

. Remarquons qu'une solution de I'équation est nécessairement positive et qu'alors

xe ' =ele=Vxer=vele f(x)=e.

Or, d'apres les questions précédentes et le théoréme de la bijection, f est strictement monotone et continue
1

donc induit une bijection de 0, 1] sur f(]O,l[):]O,e’Z[ et de ]1,+o0[ surf(]1,+oo[):]0,e*%[‘

1

Comme e™! e]o, e’Z[, I"équation xe™* =e? admet exactement deux soluﬁona :une dans 10,1] et I'autre dans

11,+00[.
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