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Définitions

Définition : Application

Soient E et I’ deux ensembles non vides.

On appelle application de E dans F toute relation qui a chaque élément de
E associe un unique élément de F.

Si on note f une application de F dans F,
VeeE, lyeF, x Ii> Y (lire « f associe »)

y est aussi noté f(z).

E — F |E L F

Lensemble des applications de E dans F est noté F¥ ou F(E, F).

On note f :

On note aussi f : E — Fou E % F pour f € FZ.
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Définition : Graphe

Soit f: E — F.
Lensemble I'y = {(z, f(z)),z € E} = {(z,y) |v € Eety = f(x)} est
appelé graphe de f.

Définition : Image, antécédent
Soit f: E— F,x € B,y € F.
Lorsque y = f(z), on dit que

m y est 'image de x par f

m z est UN antécédent de y par f

Définition : Egalité
Soient f1 : E1 — Fi et fo: Es — Fb.
On dit que f1 = f» lorsque
mF=FE>
mF=F
BYVzeE =E, fi(r)=fzx)
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Définition : Identité

On appelle application identité de E I'application

. ‘E — E
ldE 8
xT — xT

Définition : Fonction indicatrice

Soit E ensemble et A partie de E.
On appelle fonction indicatrice de A dans E I'application

E — {0,1}

1a: {1 siz € A,
T .
0 sinon.
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Soient A, B € P(E).

m]lAI]lB<:>A:B.
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Propriété :
Soient A, B € P(E).

m]lAI]lB<:>A:B.
m]lAX]lA:]lA
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Propriété :
Soient A, B € P(E).
Mmils=15<— A= B.

m]lAX]lA:]lA
Wil;=1—14
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Propriété :
Soient A, B € P(E).

m]lAI]lB<:>A:B. @ Lang =14a1p
m ]lAX]lAI]lA
B lr=1—14
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Propriété :
Soient A, B € P(E).

M1ls=1p<+= A=0B. @ Las =1al5s
@ LaxLla=14
@ lxz=1—-1a M Lav=1a+1p—14lp

Applications et relations
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Soient E, F deux ensembles non vides, f € FZ et A une partie non vie de E.
On appelle restriction de f a A I'application

A — F
r —  f(z)

fla:
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Restriction, application induite

Définition : Restriction
Soient E, F deux ensembles non vides, f € FZ et A une partie non vie de E.
On appelle restriction de f a A I'application

A — F

fla:

Définition : Application induite

Une application g : A — B est induite par f : E — F' si g est une restriction
de f au départ et a 'arrivée.
Soit :

m ACEetBCF
mVzeA, g)=f(r)
CelanadesensquesiVz e A, f(x)€ B.
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Cas particuliers :

Définition : Partie stable

Une partie A de E est dite stable par f : E — F' lorsque Va € A, f(z) € A,
ce qui se note f(A) C A.
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Cas particuliers :

Définition : Partie stable

Une partie A de E est dite stable par f : E — F' lorsque Va € A, f(z) € A,
ce qui se note f(A) C A.

Définition :

Si f: E — FE et A est stable par f, alors on peut parler de I'application
induite par f sur A :

A — A

z —  f(z)

fa:

Applications et relations



Prolongement

Définition : Prolongement

Soient E, F deux ensembles non vides, f € F¥ et E’ tel que E C E'.
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Prolongement

Définition : Prolongement

Soient E, F deux ensembles non vides, f € F¥ et E’ tel que E C E'.

On appelle prolongement de f a E’ toute application g : ' — F telle que
V€ E, g(z)=f(z)iegls = f.

Applications et relations



Image directe
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Soitf: E— FetACE.
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Image directe

Définition : Image directe
Soit f : E — F et A C E.On appelle image directe de A par f
f(A) ={f(z),z€ A} CF
SiyeF,
ye f(A) =Tz e A, y=f(a)

En particulier, f(E) = Im f est appelé image de f.

Propriété :
Soit f: E — F, A, A’ € P(E).
m AcCA = f(A) C f(A") (Réciproque fausse)
@ f(AUA) = f(A)U f(A)
M@ f(ANA) C f(A)N f(A") égalité fausse en général.
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Définition : Image réciproque

Soit f: E— F,BCF.
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Image réciproque

Définition : Image réciproque

Soit f : E — F, B C F. On appelle image réciproque de B par f
fSY(B)={zcE|f(zx) e B}CE.

Sizec E,z € f~Y(B) < f(z) € B.

Propriété :

Soit f : E — F, B, B’ € P(F).
m BCB = f"YB) crYB)
m /P (BUB)=f"VB)U V(B
B fCV(BNB) = [I(B)N OB
FEV (CrB) =Cs (f(—l)(B))
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Définition : Composée
Soit f : F — F et g: F — G deux applications. On appelle composée de f
par g

EFE — G

9ol s g(f(@)
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m Associativité : Soient £+ F %5 G -+ H trois applications.

(hog)of=ho(gof) (=hogof)

Applications et relations



Propriété :
m Associativité : Soient £+ F %5 G -+ H trois applications.

(hog)of=ho(gof) (=hogof)

@ Eléments neutres : Soit f : E — F.Ona
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Propriété :
m Associativité : Soient £+ F %5 G -+ H trois applications.

(hog)of=ho(gof) (=hogof)

@ Eléments neutres : Soit f : E — F.Onaidpof = f = foidg.
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Propriété :
m Associativité : Soient £+ F %5 G -+ H trois applications.

(hog)of=ho(gof) (=hogof)

@ Eléments neutres : Soit f : E — F.Onaidpof = f = foidg.
@ La loi o n’est pas commutative en général.
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Définition : ltérées
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Itérées

Définition : Itérées

Soit f : E — E, n € IN. On définit la n'® itérée de f par

| fOZidE
mff=fo-of=foft '=f""lofsin>1
N——
n fois

Définition : Applications involutives, idempotentes

Soit f: E — E.

m Lorsque f? = fo f = idg, on dit que f est une involution ou que f est
involutive.
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Itérées

Définition : Itérées

Soit f : E — E, n € IN. On définit la n'® itérée de f par

| fOZidE
mff=fo-of=foft '=f""lofsin>1
N——
n fois

Définition : Applications involutives, idempotentes

Soit f: E — E.

m Lorsque f? = fo f = idg, on dit que f est une involution ou que f est
involutive.

m Lorsque f2 = fo f = f, ondit que f estidempotente.

Applications et relations



Injectivité

Définition : Injectivité

Soit f : E — F. f est dite injective ou une injection
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Définition : Injectivité
Soit f : E — F. f est dite injective ou une injection

ssi tout y € F admet au plus un antécédent par f
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ssiVa,2' € B, z#12 = f(zx) # f(2))

ssi |Vz,2' € E, f(z)=f(z') = z=12

Applications et relations



Injectivité

Définition : Injectivité
Soit f : E — F. f est dite injective ou une injection

ssi tout y € F admet au plus un antécédent par f

ssi pour tout y € F, 'équation y = f(z) d'inconnue = € E admet soit
aucune soit une seule solution
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Injectivité

Définition : Injectivité
Soit f : E — F. f est dite injective ou une injection

ssi tout y € F admet au plus un antécédent par f

ssi pour tout y € F, 'équation y = f(z) d'inconnue = € E admet soit
aucune soit une seule solution

ssiVa,2' € B, z#12 = f(zx) # f(2))

ssi ’Vﬂc,az' €E, flx)=f()=z=1

Propriété : Composée d’injections

Sif:E— Fetg: F— G sontinjectives, alors g o f I'est encore.
La réciproque est fausse.
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Définition : Surjectivité

Soit f : E — F. f est dite surjective ou une surjection
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Définition : Surjectivité

Soit f : E — F. f est dite surjective ou une surjection
ssi tout y € F admet au moins un antécédent par f
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Définition : Surjectivité

Soit f : E — F. f est dite surjective ou une surjection
ssi tout y € F admet au moins un antécédent par f

ssi pour tout y € F, 'équation y = f(z) d’inconnue = € E admet au moins
une solution
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Applications et relations



Surjectivité

Définition : Surjectivité

Soit f : E — F. f est dite surjective ou une surjection
ssi tout y € F admet au moins un antécédent par f

ssi pour tout y € F, 'équation y = f(z) d’inconnue = € E admet au moins
une solution

ssiVyeF, 3z € E, y= f(x)

Propriété : Caractérisation de la surjectivité par I'image

f: E — F estsurjective ssiIm f = f(E) = F.
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Surjectivité

Définition : Surjectivité

Soit f : E — F. f est dite surjective ou une surjection
ssi tout y € F admet au moins un antécédent par f

ssi pour tout y € F, 'équation y = f(z) d’inconnue = € E admet au moins
une solution

ssiVyeF, 3z € E, y= f(x)

Propriété : Caractérisation de la surjectivité par I'image

f: E — F estsurjective ssiIm f = f(E) = F.

Propriété : Composée de surjections

Sif:E— Fetg: F— G sontsurjectives, alors g o f I'est encore.
La réciproque est fausse.

Applications et relations
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Soit f : E — F. f est dite bijective ou une bijection
ssi f estinjective et surjective
ssi tout y € F admet exactement un antécédent par f

ssi pour tout y € F, 'équation y = f(z) d’inconnue = € E admet une et une
seule solution
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Bijectivité

Soit f : E — F. f est dite bijective ou une bijection
ssi f estinjective et surjective
ssi tout y € F admet exactement un antécédent par f

ssi pour tout y € F, 'équation y = f(z) d’inconnue = € E admet une et une
seule solution

ssiVyeF, lze E, y= f(x)
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Bijectivité

Définition : Bijectivité

Soit f : E — F. f est dite bijective ou une bijection
ssi f estinjective et surjective

ssi tout y € F admet exactement un antécédent par f

ssi pour tout y € F, 'équation y = f(z) d’inconnue = € E admet une et une
seule solution

ssiVyeF, lze E, y= f(x)

Définition : Permutations

Soit £ un ensemble non vide.
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Bijectivité

Soit f : E — F. f est dite bijective ou une bijection

ssi f estinjective et surjective

ssi tout y € F admet exactement un antécédent par f

ssi pour tout y € F, 'équation y = f(z) d’inconnue = € E admet une et une
seule solution

ssiVyeF, lze E, y= f(x)

Définition : Permutations
Soit F un ensemble non vide. On appelle permutation de F toute bijection

de E dans lui-méme (f : E — E).
Lensemble des permutations de E se note S(E).
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Propriété : Caract. de la bijectivité et récip. de la réciproque

Soit f: E — F.
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Propriété : Caract. de la bijectivité et récip. de la réciproque

Soit f: E — F.
M [ est bijective si et seulement s’il existe g : FF — E telle que go f = idg
et fog=idp.
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Propriété : Caract. de la bijectivité et récip. de la réciproque

Soit f: E — F.
M [ est bijective si et seulement s’il existe g : FF — E telle que go f = idg
et fog=idp.
Lorsqu’elle existe une telle application est unique ; on I'appelle
réciproque de f et on la note f~*.
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Propriété : Caract. de la bijectivité et récip. de la réciproque

Soit f: E — F.
M [ est bijective si et seulement s’il existe g : FF — E telle que go f = idg
et fog=idp.
Lorsqu’elle existe une telle application est unique ; on I'appelle
réciproque de f et on la note f~*.

Onaalors fof '=idretf 'of=idg.
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Propriété : Caract. de la bijectivité et récip. de la réciproque

Soit f: E — F.
M [ est bijective si et seulement s’il existe g : FF — E telle que go f = idg
et fog=idp.
Lorsqu’elle existe une telle application est unique ; on I'appelle
réciproque de f et on la note f~*.

Onaalors fof '=idretf 'of=idg.
[@ Si f est bijective,

Vz€E, VyeF, [y=f(a)<=z=f "))
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Propriété : Caract. de la bijectivité et récip. de la réciproque

Soit f: E — F.
M [ est bijective si et seulement s’il existe g : FF — E telle que go f = idg
et fog=idp.
Lorsqu’elle existe une telle application est unique ; on I'appelle
réciproque de f et on la note f~*.

Onaalors fof ' =idrpet f'of=idg.
[@ Si f est bijective,

Vz€E, VyeF, [y=f(a)<=z=f "))

@ Sif:E — F estbijective, f~' : F — E l'est aussi et (f‘l)_1 =

Applications et relations



Propriété : Composée de bijections

Sif:E— Fetg: F — G bijectives, alors g o f bijective.
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Propriété : Composée de bijections

Sif:E— Fetg: F — G bijectives, alors g o f bijective.
Réciproque fausse.
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Propriété : Composée de bijections

Sif:E— Fetg: F — G bijectives, alors g o f bijective.
Réciproque fausse.
Onaalors (go f) ™' = ftog™ "

Définition : Equipotence
Deux ensembles sont dits équipotents lorsqu’il existe une bijection allant de
I'un vers l'autre.
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Propriété : Composée de bijections

Sif:E— Fetg: F — G bijectives, alors g o f bijective.
Réciproque fausse.
Onaalors (go f) ™' = ftog™ "

Définition : Equipotence

Deux ensembles sont dits équipotents lorsqu’il existe une bijection allant de
I'un vers l'autre.

Propriété : Image réciproque et image de la réciproque
Soit f : E — F bijective, B C F.

FEB) = (17 ®B).

Applications et relations
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Relations binaires

Définition : Relation binaire

Soient £ un ensemble.

Applications et relations



Relations binaires

Définition : Relation binaire

Soient E un ensemble.
On appelle relation binaire R sur E toute relation vraie pour certains

couples (z,y) € E>.
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Définition : Relation binaire
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On appelle relation binaire R sur E toute relation vraie pour certains
couples (z,y) € E>.

C’est-a-dire que I'on a un ensemble T' ¢ E? tel que = est en relation avec y
(ce qui se note xRy) si et seulement si (z,y) € T.
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(ce qui se note xRy) si et seulement si (z,y) € T.

I est le graphe de R.
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Définition : Relation binaire

Soient E un ensemble.
On appelle relation binaire R sur E toute relation vraie pour certains
couples (z,y) € E>.

C’est-a-dire que I'on a un ensemble T' ¢ E? tel que = est en relation avec y
(ce qui se note xRy) si et seulement si (z,y) € T.

I est le graphe de R.
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Soit R une relation binaire sur E. R est dite :
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Relations binaires

Définition : Relation binaire

Soient E un ensemble.
On appelle relation binaire R sur E toute relation vraie pour certains
couples (z,y) € E>.

C’est-a-dire que I'on a un ensemble T' ¢ E? tel que = est en relation avec y
(ce qui se note xRy) si et seulement si (z,y) € T.

I est le graphe de R.

Définition : Réflexivité, symétrie, antisymétrie, transitivité

Soit R une relation binaire sur E. R est dite :
m réflexive ssivVz € E, xRx.

Applications et relations



Relations binaires

Définition : Relation binaire

Soient E un ensemble.
On appelle relation binaire R sur E toute relation vraie pour certains
couples (z,y) € E>.

C’est-a-dire que I'on a un ensemble T' ¢ E? tel que = est en relation avec y
(ce qui se note xRy) si et seulement si (z,y) € T.

I est le graphe de R.

Définition : Réflexivité, symétrie, antisymétrie, transitivité

Soit R une relation binaire sur E. R est dite :
m réflexive ssivVz € E, xRx.
m symétrique ssiVaz,y € E, xRy = yRax.

Applications et relations



Relations binaires

Définition : Relation binaire

Soient E un ensemble.
On appelle relation binaire R sur E toute relation vraie pour certains
couples (z,y) € E>.

C’est-a-dire que I'on a un ensemble T' ¢ E? tel que = est en relation avec y
(ce qui se note xRy) si et seulement si (z,y) € T.

I est le graphe de R.

Définition : Réflexivité, symétrie, antisymétrie, transitivité

Soit R une relation binaire sur E. R est dite :
m réflexive ssivVz € E, xRx.
m symétrique ssiVaz,y € E, xRy = yRax.
m antisymétrique ssiVz,y € E, 2Ry et yRz = x = y.

Applications et relations



Relations binaires

Définition : Relation binaire

Soient E un ensemble.
On appelle relation binaire R sur E toute relation vraie pour certains
couples (z,y) € E>.

C’est-a-dire que I'on a un ensemble T' ¢ E? tel que = est en relation avec y
(ce qui se note xRy) si et seulement si (z,y) € T.

I est le graphe de R.

Définition : Réflexivité, symétrie, antisymétrie, transitivité

Soit R une relation binaire sur E. R est dite :
m réflexive ssivVz € E, xRx.
m symétrique ssiVaz,y € E, xRy = yRax.
m antisymétrique ssiVz,y € E, 2Ry et yRz = x = y.
m transitive ssiVz,y,z € E, 2Ry et yRz = aRz.

Applications et relations
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Définition : Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire

Applications et relations



Relations d’équivalence

Définition : Relation d’équivalence
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Définition : Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire réflexive,
symétrique
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Définition : Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire réflexive,
symétrique et transitive
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Définition : Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire réflexive,
symétrique et transitive sur un ensemble non vide.
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Définition : Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire réflexive,
symétrique et transitive sur un ensemble non vide.

Définition : Congruences
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M Soitn € IN fixé.
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par
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Relations d’équivalence

Définition : Relation d’équivalence
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symétrique et transitive sur un ensemble non vide.
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M Soit » € IN fixé. On définit la relation de congruence modulo n sur Z
par
a=b [n| < n|(a—Db)
< 3JkeZ, a=b+kn
<> a et b ont méme reste de division par n.
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Relations d’équivalence

Définition : Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire réflexive,
symétrique et transitive sur un ensemble non vide.

Définition : Congruences

M Soit » € IN fixé. On définit la relation de congruence modulo n sur Z
par

a=b [n| < n|(a—Db)
< 3JkeZ, a=b+kn
<> a et b ont méme reste de division par n.

@ Soit o € R fixé.
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Définition : Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire réflexive,
symétrique et transitive sur un ensemble non vide.

Définition : Congruences

M Soit » € IN fixé. On définit la relation de congruence modulo n sur Z
par
a=b [n| < n|(a—Db)
< 3JkeZ, a=b+kn
<> a et b ont méme reste de division par n.

[@ Soit a € R fixé. On définit la relation de congruence modulo « sur R
par
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Relations d’équivalence

Définition : Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire réflexive,
symétrique et transitive sur un ensemble non vide.

Définition : Congruences

M Soit » € IN fixé. On définit la relation de congruence modulo n sur Z
par

a=b [n| < n|(a—Db)
< 3JkeZ, a=b+kn
<> a et b ont méme reste de division par n.

[@ Soit a € R fixé. On définit la relation de congruence modulo « sur R

par
z=y ol <= 3IJkEZ, z=y+ka

Applications et relations



Ces deux relations sont des relations d’équivalence.

Applications et relations



Ces deux relations sont des relations d’équivalence.

Définition : Classes d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E etz € E.
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Ces deux relations sont des relations d’équivalence.

Définition : Classes d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E etz € E.

On appelle classe d’équivalence de = pour R I'ensemble
T =cl(z) ={y € E| 2Ry}

que 'on note aussi , cl(z) ou [z] ou clz (z) ou [z]r S'il y @ ambiguité.
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Ces deux relations sont des relations d’équivalence.

Définition : Classes d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E etz € E.
On appelle classe d’équivalence de = pour R I'ensemble
T =cl(z) ={y € E| 2Ry}
que 'on note aussi , cl(z) ou [z] ou clz (z) ou [z]r S'il y @ ambiguité.

Lensemble de toutes les classes d’équivalence pour R est 'ensemble
quotient noté E /. C'est une partie de P(E).
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Ces deux relations sont des relations d’équivalence.

Définition : Classes d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E etz € E.
On appelle classe d’équivalence de = pour R I'ensemble
T =cl(z) ={y € E| 2Ry}
que 'on note aussi , cl(z) ou [z] ou clz (z) ou [z]r S'il y @ ambiguité.

Lensemble de toutes les classes d’équivalence pour R est 'ensemble
quotient noté E /. C'est une partie de P(E).

Si X € E/p,onax € E tel que X = cl(z). On dit que z est un représentant
de X.

Applications et relations



Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.

Applications et relations



Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.
MmVzyeE, cl(z)=cl(y) < 2Ry

Applications et relations



Propriété :

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.
MmVzyeE, cl(z)=cl(y) < 2Ry
@ Vz,yeE, cl(z)=cl(y) ou cl(z)necl(y) =2.

Applications et relations



Propriété :

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.
MVz,ycE, cl(z)=clly)<= 2Ry
@ Vz,yeE, cl(z)=cl(y) ou cl(z)necl(y) =2.
[@ U c(z)=F

zeE

Applications et relations



Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.
M Ve yeE, cl(z) = cl(y) <= =Ry
@ Vz,yeE, cl(z)=cl(y) ou cl(z)necl(y) =2.
[@ U c(z)=F
z€EE
Les classes d’équivalence (donc E/R) forment une partition de E.

Applications et relations



Relations d’ordre

Définition : Ordre

Une relation d’ordre (ou ordre) sur un ensemble E est une relation binaire
< réflexive, antisymétrique et transitive.
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Définition : Ordre

Une relation d’ordre (ou ordre) sur un ensemble E est une relation binaire
< réflexive, antisymétrique et transitive.

Lorsqu’une telle relation < existe, on dit que (£, <) est un ensemble
ordonné.
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Définition : Ordre
Une relation d’ordre (ou ordre) sur un ensemble E est une relation binaire
< réflexive, antisymétrique et transitive.

Lorsqu’une telle relation < existe, on dit que (£, <) est un ensemble
ordonné.
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Une ordre < sur E est dit total lorsque

Ve,ye E, xdyouydx
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Relations d’ordre

Définition : Ordre
Une relation d’ordre (ou ordre) sur un ensemble E est une relation binaire
< réflexive, antisymétrique et transitive.

Lorsqu’une telle relation < existe, on dit que (£, <) est un ensemble
ordonné.

Définition : Ordre total, partiel

Une ordre < sur E est dit total lorsque

Ve,ye E, xdyouydx

(E, Q) est alors totalement ordonné.

Applications et relations



Relations d’ordre

Définition : Ordre
Une relation d’ordre (ou ordre) sur un ensemble E est une relation binaire
< réflexive, antisymétrique et transitive.

Lorsqu’une telle relation < existe, on dit que (£, <) est un ensemble
ordonné.

Définition : Ordre total, partiel

Une ordre < sur E est dit total lorsque

Ve,ye E, xdyouydx

(E, Q) est alors totalement ordonné.

Sinon, c’est un ordre partiel et (E, <) est un ensemble partiellement
ordonné, ce qui se traduit par

dz,y € E, x dyetyLx

Applications et relations



Majorants et minorants

Définition : Majorants, minorants

Soit (F, <) ordonné, z € E, A C E, A # ©.
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Majorants et minorants

Définition : Majorants, minorants

Soit (F, <) ordonné, z € E, A C E, A # ©.

On dit que M € E est un majorant dans E de (ou majore) = lorsque = < M.
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Majorants et minorants

Définition : Majorants, minorants
Soit (F, <) ordonné, z € E, A C E, A # ©.
On dit que M € E est un majorant dans E de (ou majore) = lorsque = < M.

On dit que M € E est un majorant de (ou majore) A lorsqu’il majore tous
ses éléments :
Vac A, ad M

Applications et relations



Majorants et minorants

Définition : Majorants, minorants
Soit (F, <) ordonné, z € E, A C E, A # ©.
On dit que M € E est un majorant dans E de (ou majore) = lorsque = < M.

On dit que M € E est un majorant de (ou majore) A lorsqu’il majore tous
ses éléments :
Vac A, ad M

On dit que m € E est un minorant dans E de (ou minore) x lorsque m < a.
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Majorants et minorants

Définition : Majorants, minorants
Soit (F, <) ordonné, z € E, A C E, A # ©.
On dit que M € E est un majorant dans E de (ou majore) = lorsque = < M.

On dit que M € E est un majorant de (ou majore) A lorsqu’il majore tous
ses éléments :
Vae A, ad M

On dit que m € E est un minorant dans E de (ou minore) x lorsque m < a.

On dit que m € E est un minorant de (ou minore) A lorsqu’il minjore tous
ses éléments :
Vace A, mdax

Applications et relations



Eléments extrémaux

Définition : Plus grand, plus petit élément

Soit (F, ) ordonné, A C E, A # @.
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Eléments extrémaux

Définition : Plus grand, plus petit élément
Soit (F, ) ordonné, A C E, A # @.

On appelle plus grand élément ou maximum de A, s'il existe, tout

tel que g majore A :
VYae A, adyg
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Eléments extrémaux

Définition : Plus grand, plus petit élément
Soit (F, ) ordonné, A C E, A # @.

On appelle plus grand élément ou maximum de A, s'il existe, tout

tel que g majore A :
VYae A, adyg

On appelle plus petit élément ou minimum de A, s'il existe, tout tel

que p minore A :
Vae A, pdzx
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Eléments extrémaux

Définition : Plus grand, plus petit élément
Soit (F, ) ordonné, A C E, A # @.

On appelle plus grand élément ou maximum de A, s'il existe, tout

tel que g majore A :
VYae A, adyg

On appelle plus petit élément ou minimum de A, s'il existe, tout tel

que p minore A :
Vae A, pdzx

Propriété : Unicité

S’il y a un plus grand élément, il est unique et on le note max A.

Applications et relations



Eléments extrémaux

Définition : Plus grand, plus petit élément
Soit (F, ) ordonné, A C E, A # @.

On appelle plus grand élément ou maximum de A, s'il existe, tout
tel que g majore A :
VYae A, adyg

On appelle plus petit élément ou minimum de A, s'il existe, tout tel

que p minore A :
Vae A, pdzx

Propriété : Unicité

S’il y a un plus grand élément, il est unique et on le note max A.

S’il y a un plus petit élément, il est unique et on le note min A.

Applications et relations



Borne inférieure, borne supérieure

Définition : Borne inférieure, borne supérieure

Soit (F, <) ordonné, A C E, A # o.
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Borne inférieure, borne supérieure

Définition : Borne inférieure, borne supérieure

Soit (F, <) ordonné, A C E, A # o.

Si 'ensemble des majorants de A dans E est non vide et admet un plus petit
élément, on I'appelle borne supérieure de A dans E et on le note sup A ou
supg A.
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Borne inférieure, borne supérieure

Définition : Borne inférieure, borne supérieure
Soit (F, <) ordonné, A C E, A # o.

Si 'ensemble des majorants de A dans E est non vide et admet un plus petit
élément, on I'appelle borne supérieure de A dans E et on le note sup A ou
supg A.

Si 'ensemble des minorants de A dans E est non vide et admet un plus
grand élément, on I'appelle borne inférieure de A dans E et on le note inf A
ou infg A.

Applications et relations



Borne inférieure, borne supérieure

Définition : Borne inférieure, borne supérieure
Soit (F, <) ordonné, A C E, A # o.

Si 'ensemble des majorants de A dans E est non vide et admet un plus petit
élément, on I'appelle borne supérieure de A dans E et on le note sup A ou
supg A.

Si 'ensemble des minorants de A dans E est non vide et admet un plus
grand élément, on I'appelle borne inférieure de A dans E et on le note inf A
ou infg A.

Propriété :
Soit (£, <) ordonné, A C E, A # &.
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Borne inférieure, borne supérieure

Définition : Borne inférieure, borne supérieure
Soit (F, <) ordonné, A C E, A # o.

Si 'ensemble des majorants de A dans E est non vide et admet un plus petit
élément, on I'appelle borne supérieure de A dans E et on le note sup A ou
supg A.

Si 'ensemble des minorants de A dans E est non vide et admet un plus
grand élément, on I'appelle borne inférieure de A dans E et on le note inf A
ou infg A.

Propriété :
Soit (£, <) ordonné, A C E, A # &.
M sup A existe et sup A € A = max A existe et vaut sup A.

Applications et relations



Borne inférieure, borne supérieure

Définition : Borne inférieure, borne supérieure
Soit (F, <) ordonné, A C E, A # o.

Si 'ensemble des majorants de A dans E est non vide et admet un plus petit
élément, on I'appelle borne supérieure de A dans E et on le note sup A ou
supg A.

Si 'ensemble des minorants de A dans E est non vide et admet un plus
grand élément, on I'appelle borne inférieure de A dans E et on le note inf A
ou infg A.

Propriété :

Soit (£, <) ordonné, A C E, A # &.
M sup A existe et sup A € A = max A existe et vaut sup A.
[@ max A existe = sup A existe et vaut max A.

Applications et relations



Borne inférieure, borne supérieure

Définition : Borne inférieure, borne supérieure
Soit (F, <) ordonné, A C E, A # o.

Si 'ensemble des majorants de A dans E est non vide et admet un plus petit
élément, on I'appelle borne supérieure de A dans E et on le note sup A ou
supg A.

Si 'ensemble des minorants de A dans E est non vide et admet un plus
grand élément, on I'appelle borne inférieure de A dans E et on le note inf A
ou infg A.

Propriété :

Soit (£, <) ordonné, A C E, A # &.
M sup A existe et sup A € A = max A existe et vaut sup A.
[@ max A existe = sup A existe et vaut max A.

(idem avec inf et min.)

Applications et relations



Cas particulier de (R, <)

Théoréme :

Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Applications et relations



Cas particulier de (R, <)

Théoréme :

Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Corollaire :

Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

Applications et relations



Cas particulier de (R, <)

Théoréme :

Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Corollaire :

Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

Propriété : Caractérisation du sup et de l'inf

Ve e A z<a (amajoreA)
a=supA<={ VM eR|M <a, 3z€A, M <z
(Pas de majorant plus petit)

Applications et relations



Cas particulier de (R, <)

Théoréme :

Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Corollaire :

Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

Propriété : Caractérisation du sup et de l'inf

Ve e A z<a (amajoreA)
a=supA<={ VM eR|M <a, 3z€A, M <z
(Pas de majorant plus petit)

Ve e A, f<z (B minore A)
B=infA<=<{ Vm' eR|B<m/, Iz A, z<m
(Pas de minorant plus grand)

Applications et relations



Propriété : Enoncé local

Vee A, x<a (amajore A)
a=supA<= < Ve>0, dz €A a—-ec<=z
(Pas de majorant plus petit)

Applications et relations



Propriété : Enoncé local

Vee A, x<a (amajore A)
a=supA<= < Ve>0, dz €A a—-ec<=z
(Pas de majorant plus petit)

Ve e A [<zx (B8minore A)
B =inf A <= Ve>0, dz €A, z<fB+e¢
(Pas de minorant plus grand)

Applications et relations



Propriété : Enoncé local

Ve e A, z<a (amajoreA)
a=supA<= < Ve>0, dz €A a—-ec<=z
(Pas de majorant plus petit)

Ve e A [<zx (B8minore A)
B =inf A <= Ve>0, dz €A, z<fB+e¢
(Pas de minorant plus grand)

Propriété : Caractérisation séquentielle

La borne supérieure de A est le seul majorant limite d’'une suite d’éléments
de A.

Applications et relations



Propriété : Enoncé local

Ve e A, z<a (amajoreA)
a=supA<= < Ve>0, dz €A a—-ec<=z
(Pas de majorant plus petit)

Ve e A [<zx (B8minore A)
B =inf A <= Ve>0, dz €A, z<fB+e¢
(Pas de minorant plus grand)

Propriété : Caractérisation séquentielle

La borne supérieure de A est le seul majorant limite d’'une suite d’éléments
de A.

La borne inférieure de A est le seul minorant limite d’'une suite d’éléments de
A.

Applications et relations



