MP2l A rendre lundi 24 octobre
Devoir Libre n° 5

Exercice 1 - Fonctions usuelles

1.a) CommeVxeR, thxe]-1,1], (f est définie et dérivable sur ]R)

1.b) On calcule sur R et comme il s'agit d'un infervalle,

_ &
r=fo=Z.

2.a) La fonction sh est continue et strictement croissante sur R donc est

E:)ljec’rlve de R sur sh(R ]hmsh hmsh[ j

2.b)

2.c) Comme sh est bijective, dérivable sur R et sh’=ch ne s'annule pas sur R,

(Argsh est dérivable sur ]R.)

De plus, si x € R,
1 1 3 1

sh'(Argshx)  ch(Argshx) 1+sh?(Argsh x)

Argsh’(x) =

car ch>0. Donc | Argsh’(x)=

2.d) Siy=Argsh(x), alorsshy=x etchy=+/1+sh’®y=+1+x2
Comme shy +chy =eY, on en déduit que (y =Argsh(x)=1In(x + 1/1+x2))
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Exercice 2- Calculs de primitives et équations différentielles

1.a) Le discriminant réduit de 2¢2+2t +3 est —5 <0, on primitive donc et

2x—1 lax+2)-2 1 1
j72x2+2x+3dxzj7§iz+2x)+3dngln(2x2+2x+3)—zf — dx

5
(ﬁx+ﬁ) +3

1 4 1

:*ln(2x2+2x+3)7* 72(1)(
2 5 (2x+1) +1
V5

1 45 2x+1
:7ln(2x2+2x+3)—7£Arctan( a )+C.
2 52 V5

2x—1 1 245
Donc ——— —dx=—-In(2x?+2x +3)——Arctan(2x+l)+ C avec CeR.
2x2+2x+3 2 5 V5

1
1.b) x—2x%=x(1—2x)donc onintégre | sur ]O'E[ et

V2
donc xZTArcsin(4x—l)+ C.

f Vx—2x2d

1.c) [Sur I, = ]—g +km, g + kn[ ou k €Z, on procede d une intégration par parties, x — x et

, sin x
tan étant de classe €1 sur I, | x(1+tan®x)dx=xtanx— | tanxdx = xtanx—J ——dx donc
cos X

2
. X
J x(1 +tan® x)dx = xtanx +In|cos x|+ Cy. | puis J xtan® xdx = xtanx+1n|cosx|—7+Ck.

1.d) Comme (shx —chx)chx = —e *chx # 0, on intégre les regles de Bioche nous

. d
proposent le changement de variable ¢ =thx, dt = h; :
ch™x

dx - [ _oqec
(shx—chx)chx = | (thx—1)ch®x | t—1

Donc jdix —In(1—thx)+C

(shx—chx)chx

On qurait qussi pu poser ¢ =e*.
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2. ch, —sh et

. . . T, .
’ oy —belr, Lyl — niplp 1=+, I =Vu.
sont continues sur R et ch ne s’annule pas sur R donc on résout sur 6. Sil, »leR, I 1 2 et comme nl, I, nécessairement| £=0
I'intervalle R :

ch
sh—ch
shx . . . R L 7. Avec un changement de variable ¢ =cosx, on obtient
Comme de =In(chx)+ C, les solutions de I'équation homogene associée sur R sont les

fonctions Ach pour A€ K. 1 an(nlp
On cherche, parla méthode de variation de la constante, une solution particuliére de (L) de (1-t3)"dt=hpy = ———.
2n+1)

la forme 0
fo: x— Ax)chx avec A dérivable sur R.

_h A= _
sh—ch " (sh—ch)ch
D'aprées la question précédente, on peut choisir A =1n(1—th) et on obtient que les solutions

fo est solution de (L)< ch-A'-ch=

. Z e2imx b
8.a) |Sim= 0 ez'xoxx dx=m. |Sinon MY dx = [ - }
0 2im |,

de (L) sur R sonft les fonctions an(l —th)+ )L) ch pour e R]

T 2p
217 2i(p—k)x ( ) 2(p—K)x
. . . d
Autre rédaction possible : b) o ZO kz: *
yy 1 y n2p
— L) = —— e A — — = — . 2 2 N . .
) (ch) (ch—sh)ch IAeR, ch In(1=th)+2 A€R, y=(In(1—th)+A)ch Donc J p 2Ap=k)x q x —(;))n d'apres la question précédente.
0 %=0

Exercice 3 - Inteégrales de Wallis 8.c) D'aprés les formules d'Euler et du bindme,

T T ix _ix 2p T 2p
— 2p — e +e 1 Zp ﬂkx 1(2p k)x
1. Un changement de variable y = % — x donne directement @ Kap L cos™ xdx L ( 2 e ; "dx

2. Oncalcule| h=F et =1. . . o
donc d'aprés la question précédente, | K, = —5—

3. Parintégration par parties, et sin"~! et cos étant de classe ' sur[0,%], ona

8.d) A l'aide du changement de variable y = x—7%, on obtient

7 7
I, =f sin" 2 x(1—cos® x)dx = In,z—f (sin" 2 x cos x)cos x dx r
0 0 2

T 2
z 1 z f cos®? xdx =J sin®? ydy = b,
0

cosx| ——— | sin"xdx 7
, n—1

sin" ! x
=l -

1

=lhho———I, 3 n
n—1 donc K, :J cosz”xdx+f cos?” x dx donc
0 7
. " n—1
Ce qui donne finalement nI, =(n—1)I,,_, ou encore | I, = ——1,_,. -
n G (epin
8.e) Donc| L,= =

T o2p+l T 22p+1(p!)2 :

2p—1)2p—3)---3 T
4. On a donc, pour p € N, L, = (F;p(z),(g—pz))zlo - I

_ 2p(p-2)-2
ef by = Cp+ 1)(2;3—1)~-~3]1 B

5. Sin=>3,d'aprésla question 3,nl, I, =n—1)I, oI, =(n—1),_11,_.

Donc Go suite (nI,1I,_;) est constante. | Cette constante vaut I, I, = g
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