MP2l A rendre lundi 7 novembre
Devoir Libre n°7

On veillera a présenter trés clairement sa copie, et en particulier les ré-
ponses, tirer un trait entre les questions et répondre de maniére concise (mais com-
pléte).

La rédaction est a soigner tout particulierement!

N’hésitez @ me demander des indications par mail.

Deux sujets au choix. Le second est plus corsé!

Sujet 1- MP2I

Exercice 1: Applications

Les questions sont indépendantes.
E — E

1. Soienta, b,c eRtelsque ¢ #0 et a’+bc #0.0n pose E =R\{4}. On considére f: . ax+b .
cx—a

(a) Justifier que I'application f est bien définie.

(b) Calculer fo f. En déduire que [ est une bijection dont on déterminera I'application
réciproque.

2. Soient E, F, G frois ensembles, fi,f,: E—F et g: F — G. On suppose que go fi=go f, et que
g estinjective. Montrer que fi = f,.

Exercice 2: Relation d’'équivalence
On consideére sur EE |a relation binaire 22 définie par

fRg <= JpeB(E), fop=ypog

1. Montrer que # est une relation d'équivalence.
2. Décrire la classe d’équivalence d'une fonction f e EE fixée.

Exercice 3: Relation d’ordre produit
Soient (E, <) et (F, <) deux ensembles ordonnés, 2 la relation définie sur E x F par

x<x

(x,y)@(x’,y’)ﬁ{ vy

(Attention aux différentes notations et & la rigueur de la rédaction!)
1. Montrer que 2 est un ordre sur E x F appelé ordre produit des ordres de E et F.

2. On prendici E = F =R muni de son ordre usuel.

(a) Préciser, pour tout (x, y) € R?, I'ensemble des majorants de (x, y) dans R? pour 2. Faire
une représentation graphique.

(b) L'ordre 2 est-il total dans R? 2
(c) Est-ce que (R*)? admet une borne supérieure dans R? pour 22 2 Si oui, la préciser.

Devoir Libre n°7 - page 1

Sujet2- MP2I*

Exercice 1: Applications

Soit E, F deux ensembles non vides. A chaque fonction f: E — F, on associe les deux fonc-
tions

P(E) — 2(F) G:|Z2F) — 2(E)

oA — 1B — fOUB)

1. (a) Montrer que pour tfout Be #(F), FoG(B)=Bn f(E).
(b) Simplifier GoFoG et FoGoF.
2. Montrer
finjective «<F injective et f surjective < F surjective

et
f injective <= G surjective et f surjective < G injective

(Utiliser 1.a. Pour G surjective = f injective, on peut raisonner par I'absurde.)
FE — p(F)?®
f — F
(Pour cette derniere, on pourra infroduire une fonction constante bien choisie).
FE — 2(EYD
f — G

3. Soitx: Montrer que m est injective et non surjective.

4. Soite: Montrer que O est injective.

Exercice 2: Une relation d’ordre sur les partitions d’'un ensemble fini (d’aprés ENS Ulm)

On pose neN* et E=[1,n].
On rappelle qu'une partition de E est un ensemble fini P ={P,, B,,..., P;} de parties de E véri-
fiant

(Q)Yiell,s], P#o b)E= |J B

i€[1,s]

(c)Vi,jell,sl|i#j, PnPj=a.

On note 2 I'ensemble des partitions de E.
On dit qu'une partition {Q,,...,Q;} de E est plus fine qu'une partition {P,...,P} et on note
P <Q sipourtoutie[l,s],
P = U Qj
Jjeli
ou J; d'ésigne I'ensemble des entiers j de [1,¢] tels que P,NQ; #@.

1. On note P, = {{1},{2},...,{n}} (contenant n éléments) et P. = {E} (contenant un seul élé-
ment). Montrer que P_ et P, sont des partitions de E.

2. MontfrerquesiPe#?, P.<P<P,.

3. Soient BLQ € 2, avec les notations P ={P,,..., P} et Q ={Q,...,Q,}. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes

() P<Q

(i) Pourtousie[l,s]etjell,t], PNQ;#8=Q;CP,.
4. Monftrer que < est une relation d’ordre sur 2.
5. Montrer que I'ordre est total si et seulement si n <2.
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