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— Chapitre IX

Applications et relations

Extrait du programme officiel :

Contenus

Capacités & commentaires

Applications et relations

Application d'un ensemble dans un en-
semble.
Graphe d'une application.

Famille d'éléments d'un ensemble.

Fonction indicatrice d'une partie d’'un en-
semble.

Restriction et prolongement.
Image directe.

Image réciproque.

Composition.

Injection, surjection. Composée de deuxin-
jections, de deux surjections.

Bijection, réciproque. Composée de deux
bijections, réciproque de la composée.

Relation binaire sur un ensemble.

Relation d’'équivalence, classes d'équiva-
lence.

Relation d’ordre. Ordre partiel, total.

Le point de vue est intuitif : une application
de E dans F associe a tout élément de Eun
unique élément de F.

Le programme ne distingue pas les notions
de fonction et d'application.

Notations & (E, F) et FE.

Notation 1y4.

Notation fl 4.
Notation f(A).

Notation f~1(B). Cette notation pouvant
préter a confusion, on peut provisoirement
en utiliser une autre.

Notation f~1. Compatibilité de cette nota-
tion avec celle de I'image réciproque.

La notion d’ensemble quotient est hors pro-
gramme.

Les classes d’équivalence forment une par-
tition de I'ensemble sous-jacent.
Congruences dans R, dans Z. Notation
a=blc].

Propriété de la borne supérieure

Borne supérieure (resp. inférieure) d'une
partie de R.

Notations sup X, inf X.
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Contenus Capacités & Commentaires

Toute partie non vide et majorée (resp. mi-
norée) de R admet une borne supérieure
(resp. inférieure).
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| Applications
1 Définitions

-~ -

Définition : Application
Soient E et F deux ensembles non vides. On appelle application de E dans F toute
relation qui d chaqgue élément de E associe un unique élément de F.
Sion note f une application de E dans F,
VxeE, IlyeF xi» Y (lire « f associe »)

y est aussi noté f(x).
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f

E — F E — F
On note f: ou
L'ensemble des applications de E dans F est noté FF ou Z(E, F).
f

On note aussi f: E— F ou E = F pour feFE.

Diagramme sagittal.

Remarque

Se donner une application f revient a se donner la famille (f(x))xeg d'é€lément de F. D'ou
la notation FE.

I — F
Réciproguement, une famille (x;);c; est une application f:

i — f)=x;

-~ -

Définition : Graphe

Soit f:E— F.L'ensemble
Ir={(x,f(x),xeE} ={(x,y) | xe Eety = f(x)}

est appelé graphe de f.

Remarque
Cela correspond a la courbe de f que I'on note plutét €f lorsque EcR et FcR.

Dessin

-~ -

Définition : Image, antécédent

Soit f:E—FEx€eE,yeF.Lorsque y= f(x), on dit que
« yestl'image de x par f
« x est UN antécédent de y par f

Remarque

L’ensemble des antécédents des éléments de F est E car tout élément de E est un antécé-
dent. Par contre I'ensemble des images des éléments de E n'est pas toujours égal a F.

Définition : Egalité
Soient fi:E1— F et fo:Ey — Fo.
On dit que fi = f> lorsque
s E1=E
s F1=F,
e VXxE€E E1 = Eg, fl(x) = fg(x)
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-~ -

Définition : Identité
On appelle application identité de E I'application
E — E

idEi
i = I

- Définition : Fonction indicatrice -

Soit E ensemble et A partie de E. On appelle fonction indicatrice de A dans E I'ap-
plication

E — {0,1}
T,4: 1 SixeA,
X [ —
0 sinon.
Soient A, B € (E).
(i) 1p=1p < A=B. (iv) 1anp=14lp
(II) ]lAX]lA:]lA
(III) ]IZZI—]IA (V) ]lAUB:]lA"']lB_]lA]lB
Remarque

Si A posseéde un nombre fini d'éléments, [A|=#A= ) 1,(x).
X€E

Exercice
On définit la différence symétrique A sur 2(E)? par

AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\(AnB)

1. Montrerque Tapp=T14+1g—-214153.
2. Monftrer que A est commutative et associative.

2 Restrictions, prolongements

@ Restriction, application induite

Définition : Restriction

Soient E, F deux ensembles non vides, f e FE et A une partie non vie de E.
On appelle restriction de f a A l'application

A — F
fla:
x — [
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Remarques
R1— Aet f étant fixés, il existe une unique restriction de f a A.

R2 — On peut définir une restriction de f al'arrivée mais il faut faire attention a ce que chaque
élément de E qit bien son image dans la partie de F.

Diagramme sagittal.

Exemple

. R — R*
Sif: , alors flg+ =idR- .
x — x|

-~ -

Définition : Application induite
Une application g: A — B est induite par f: E — F si g est une restriction de f au
départ et a I'arrivée. Soit :
e AcEetBcF
e VxeA gx)=f(x)
Celan'adesensquesiVxe A, f(x)eB.

Cas particuliers :

Définition : Partie stable

Une partie A de E est dite stable par f: E— Florsque Vxe A, f(x)€ A, ce quise note
f(A) c A.

" Définition
Si f:E— E et A eststable par f, alors on peut parler de I'application induite par f
SUr A:
A — A

x — f)

fa:

Exemple
idy et idg.
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Q Prolongement

-~ -

Définition : Prolongement

Soient E, F deux ensembles non vides, f e FE et E' tel que EcE'.
On appelle prolongement de f a E' toute application g : E — F telle que
VxeE, gx)=f(x)ieglg="f.

Diagramme sagittal.

Remarques

R1— g est un prolongement de f si et seulement si f est une restriction de g.
R2— lln'y a pas unicité.

R3— On pourrait définir de méme un « prolongement a I'arrivée ».

Exemple

R R R .
f: " admet un unique prolongement a R, continu en 0 : c'est un prolonge-
x +— xlnx

ment par continuité.

3 Images directe et réciproque
° Image directe

a -

Définition : Image directe
Soit f:E—F et AcE. On appelle image directe de A par f
flA) ={f(x),x€e AjcF
SiyeF,
yEf(A) << 3TJxeA y=[f(x)
En particulier, f(E) =Im f est appelé image de f.

Diagramme sagittal et dessin dans R.

Exemple

R — R

I Im f = f(R) = [-1,+o0[, f([1,2]) =[0,3].

x — x*-1

Remarques

R1— /N\Six€E, f(x)e f(A) A xeA.
R2— Si A% D, f(A) £2.
R3— f({a) ={f(@}.
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e L g = 228
R4 — On peut définir une application F:
A — f(A)

Soit f:E—F, A A'e Z(E).
(i) Ac A = f(A) c f(A) (Réciproque fausse)
(i) F(AUA) = f(AUf(A)
(i) f(AnA') < f(A)n f(A) égalité fausse en general.

Démonstration

Contre-exemple (il suffit de prendre f non injective...) f: ,A=RT, A'=R-. O

0 Image réciproque
Définition : Image réciproque

Soit f: E— F, Bc F. On appelle image réciproque de B par f
fSYB)={x€E| f(x)e B} E.

SixeE, xe f©Y(B) < f(x) € B.

Remarque
C’est une notation provisoire. Cela se note f~1(B) mais il y a un risque de confusion avec la
bijection réciproque.

Exercice
Copier 15 fois « =Y n’est pas une fonction. »

Diagramme sagittal et dans R.

Exemples

E1— f:x—x?—2x—4. fOV{0h = {1+ V5}.

E2— f:x—x*—1, fED@RY) =R\ -1,1].

E3— f:X—AnX, fOV{AN ={XeP(E) | Ac X}.

[T -1 -1
E4— f: ) V@) =10,1] et fEVfF0,1D) = [-1,1].

X — X
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Remarques
R1— Si f:E—~FetyeF, foV({y) estI'ensemble des antécédents de y par f.
R2— |er fCPUy) =E.

R3— En général, f(A) = B n'implique pas A = fEY(B) et réciproquement. Cela est vrai sous
certaines conditions sur f (voir TD).

Ra— xe fOV({f0) mais en général FEV{f) = FEV(FHE0N) # (x}.
R5— fCU(F)=E car f est une application.
R6 — On peut avoir B# @ et fCV(B)=a.

P(F) — PP(E)

R7 — On peut définir une application G:
B — f(—l) (B)

Soit f:E—F, B,B' € (F).
(i) BeB' = fCV(B)c fCV(B)
(i) FEVBUB)=fFfYB)UfFED(B)
(i) fCYBNB)=fVB)nfFCV(B)
(iv) £~ (B)=r0®)

4 Composition

Q Definition

Définition : Composée
Soit f:E— F et g: F— G deux applications. On appelle composée de f par g

E — G
x — gfx)

gof:

symbolisée par le diagramme :

g L. o & ¢

x — fx) — gifx)

Remarques
R1— C'est bien une application.

R2— go f est bien définie en x ssi f(x) existe d'ou I'ensemble de départ. Ef c’est une image
par G d'ou I'ensemble d’arrivée.

R3— Lorsque go f est défini, fog ne I'est pas en général. Et méme sielle I'est, ona gof# fog
en général.
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Exemple
fx)=x+1et gx)=x?

R4 — Une restriction est une composée !

0 Propriétés
(i) Associativité : Soient E LopE G- H trois applications.
(hog)of=ho(gof) (=hogof)

(i) Eléments neutres : Soit f:E— F. On aidpof = f = foidp.
(i) La loi o n'est pas commutative en général.

9 Itérées

" Définition : Itérées
Soit f:E— E, ne N. On définit la nie itérée de f par
° fO = ldE
o fl=fo-cof=fof"l=f"lofsin>1.
—

n fois

Remarques
R1— La définition s’étend au casou f:E— F avec FcE.
R2 - Ne pas confondre avec f x...x f.

Définition : Applications involutives, idempotentes

Soit f:E—E.
e Lorsque f% = fo f=idg, on dit que f est une involution ou que f est involutive.
o Lorsque f2=fof=f,ondit que f estidempotente.

Exemple

En géomeétrie, les symétries sont involutives (dans C, conjugué, opposé), les projections sont
idempotentes (parties réelle, imaginaire).

Applications et relations - page 9



Lycée Leconte de Lisle — Ste Clotilde — Réunid HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE.RE &

5 Injectivité, surjectivité, bijectivité
Q Injectivité

-~ -

Définition : Injectivité
Soit f:E—F. f est dite injective ou une injection
ssi fout y e F admet au plus un antécedent par f

ssi pour fout y e F, I'équation y = f(x) d'inconnue x € E admet soit aucune soit une
seule solution

sSi Vx,x' €E, x#x' = f(x) # f(x))
ssi [Vx,x’eE, f(x):f(x’):x:xq

Diagramme sagittal/dans R d’injective/non injective.

Remarques
R1— f n'est pasinjective si on peut trouver x # x’ tel que f(x) = f(x)).

rR2 — Sionrestreint au départ, on garde I'injectivité. Si on n’est pas injectif, on peut le devenir
en restreignant au départ.

R3— f estinjective ssi pour tout ye F, fEV({yh) posséde au plus un élément.

R4 — Pour que f:E — F soit injective, il faut que F ait au moins autant d’élément que E.

Exemples
R — R N T
E1— f: non injective. Comment la rendre injective ¢
x — x?
C\{if — C
E2— f: z+i
Z e —
Z—1

Propriété : Composée d’'injections

Si f:E—Fetg:F— Gsontinjectives, alors go f I'est encore. La réciproque est fausse.

Démonstration
Facile.
R* — R R — R*
Contre-exemple : f: etg: O
x — Jx x — x°
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Q Surjectivité

" Définition : Surjectivité -
Soit f: E—F. f est dite surjective ou une surjection

ssi fout y e F admet au moins un antécédent par f
ssi pour tout ye F, I'équation y = f(x) d'inconnue x € E admet au moins une solution

sSi VyeF 3IxeE, y=f(x)
Diagramme sagittal.

Remarque
f n'est passurjective ssidyeF, VxeE, y# f(x).

Exemples
R — R | . . |R — R
E1— f: n'est pas surjective mais f : I'est.
X +— x2 X x2
cC — ¢ - N
E2— f: est surjective non injective.
z — €°
Remarque

On peut toujours rendre une fonction surjective en la restreignant a I'arrivée a Im f = f(E).

Propriété : Caractérisation de la surjectivité par I'image

f:E— F estsurjective ssiIm f = f(E) = F.

Propriété : Composée de surjections

Si f:E— F et g:F— G sont surjectives, alors go f I'est encore. La réciproque est
fausse.

Démonstration

Facile.

Contre-exemple : f: etg: . O
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e Bijectivité
" Définition : Bijectivité
Soit f: E—F. f est dite bijective ou une bijection
ssi f est injective et surjective
ssi tout y € F admet exactement un antécédent par f
ssi pour tout y € F, I'équation y = f(x) d'inconnue x € E admet une et une seule
solution
sSi VyeF 3lx€E, y=f(x)

-~ -

Définition : Permutations
Soit Eun ensemble non vide. On appelle permutation de E toute bijection de E dans
lui-méme (f:E— E).
L'ensemble des permutations de E se note S(E).

Propriété : Caract. de la bijectivité et récip. de la réciproque

Soit f:E—F.
(i) f est bijective si et seulement s’il existe g: F — E telle que go f =idg et fog=1idp.

Lorsqu'elle existe une telle application est unique; on I'appelle réciproque de f
eton la note f7L.

Onaalors foft=idr et flof=idg.
(i) Si f est bijective,
VxeE, YyeE [y=f(x) < x=f "]

(i) Si f:E— F est bijective, f~':F— E I'est aussi et (f‘l)_1 7

Démonstration

(i) Sif estbijective, g: F— E qui a y associe I'unique antécédent de y par f convient.
Réciproguement, si un fel g existe, go f =idg donne f injective et fog=idr donne f surjec-
five.

Pour I'unicité, si h convient aussi, foh= fog et parinjectivité, h=g.

(i) Siy=f), f 1 =f"ltof(x)=x.

Six=f'W, f=fof'M=y.
(i) goft=idp et flog=idy avec g=f.

Remarques

G(E) — G6(E) . .
R1— est donc une involutfion.
o —
R2— (x,y) el =y=f(x) —x=fly) = ,x €lp.
Donc, dans R, €1 est le symétrique de 4y par rapport a y = x.

R3— Ne pas confondre f~! et %!
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5 Méthode : Montrer que f est bijective

On peut :
« Monftrer que f est injective et surjective. La preuve de la surjectivité donne souvent
I'expression de f1.
« Trouver g telle que fog=idr et go f=idg, alors g= f1.
« Résoudre pour tout y I'équation y = f(x) (on obtient x= f~1(y).)
e SiIEcR et FcR : appliquer le théoréme de la bijection. Ne donne pas f~! (mais donne
sa continuité et sa monotonie).

Exemples

R — R
E1— [: . Théoréme de la bijection ou résolution d’équation

x — x3-1

C\{i — C\{1}
E2— g z+i

Z —_— —_—

z—1i

E3— Involutions, A— A.

Propriété : Composée de bijections

Si f:E— F et g:F— G bijectives, alors go f bijective. Réciproque fausse.
Onaalors (gof) t=flogl

Démonstration

R* — R R — R*
Contre-exemple : f: etg: . O
X — X x — x|

Remarque
Si f,ge G(E), fogeS(E) et fleS(B).

Définition : Equipotence

Deux ensembles sont dits équipotents lorsqu'’il existe une bijection allant de I'un vers
I'autre.

Remarque
C'est la notion qui permet entre autre de définir les ensembles finis et leur cardinal.

Propriété : Image réciproque et image de la réciproque
Soit f:E — F bijective, Bc F.

f(—l) (B) = (f_l)(B)
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Remarque

Si f est bijective, alors pour tout ne N, f" (itérée) I'est aussi et (f")_1 = (1" que I'on peut
noter f~". Cela permet de définir f™ pour ne Z.

On peut alors vérifier que les opérations classiques sur les puissances sont encore valables.

A’rou’r de méme, vu la non commutation, en général (go f)" # g"o 1 (Pourquoi 2)

Il Relations binaires

1 Généralités

Définition : Relation binaire
Soient E un ensemble. On appelle relation binaire % sur E toute relation vraie pour
certains couples (x, y) € E.

C'est-a-dire que I'on a un ensemble T’ c E? tel que x est en relation avec y, ce qui
se note xRy si et seulement si (x,y) eI'. T est le graphe de %.

Représentation d'un graphe.

Remarque

Lorsque E est fini, on peut aussi la représenter par une matrice contenant 0 ou 1 appelée
maltrice d'adjacence.

Exemples

E1— <SUrR E2 — < Sur Z(E) E3— L sur D={droites}.

Définition : Réflexivité, symétrie, antisymétrie, transitivité
Soit Z une relation binaire sur E. # est dite :
o réflexive ssivVxeE, x%x.
o symétrique ssiVx,ye E, xZy= yZx.
o antisymétrique ssiVx,yeE, xZyetyZx= x=y.
o transitive ssiVx,y,z€e E, xZyetyRz= xRz.

Traduction sur le graphe.

Remarque

Soit Z une relation binaire sur E. 2 n'est pas
o réflexive ssidxe E, x%x.
» symétrique ssidx,ye E, xZyetyx.
« antisymétrique ssidx,ye E, x# yetxRyet yZx.
« transitive ssidx,y,z€ E, xRyetyRzetxRz.
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Exemples

E1— <SUrR E6— = sur...n'importe quoi!

E2— <SUrR . ; .

E7 — # sur... n'importe quoi!

E3— //SUrD # porte 9

E4— LsurD E8 — z#Z < z=2z"% sur C n'est ni symétrique, ni

E5— < Sur 2(E). antisymétrique, ni réflexive, ni fransitive.
Remarque

La symétrie et la transitivité impliquent la réflexivité 2222
xRy implique yZ%x et donc par fransitivité, xZx.
Non !l Car x pourrait n’étre en relation avec personne...

2 Relations d’équivalence

Définition : Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire réflexive, symétrique et
transitive sur un ensemble non vide.

Exemples
E1— < surles assertions. E4— SUrZx7Z*, (p,q)%Z(p',q") <= pq =p'q.
E2— = sur n'importe quoi. E5— Su[ 'ensemble des e’rre§ humains, « a le
Mméme NoM» OU « a le méme sexe » ou « a
E3— // surl’ensemble des droites. les mémes parents»

E6 — Larelation « est asymptote en +oo G » surl’ensemble & des fonctions réelles tendant vers
+00 €N +oo.

7 — Si 2 est I'ensemble des points du plan, relation d’équipollence de deux bipoints :

V (A,B), (C,D) € 2%, (A,B)%(C,D) <> AB = CD <> ABDC parallélogramme.

r Y

Définition : Congruences
(i) Soit neN fixé. On définit la relation de congruence modulo n sur Z par

a=b [nl<n|(a-b) <= 3IkeZ, a=b+kn
< aet b ont méme reste de division par n.

(i) Soit a e R fixé. On définit la relation de congruence modulo «a sur R par

x=ylal<=3keZ, x=y+ka

Ces deux relations sont des relations d’équivalence.
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Démonstration

Facile. O

Définition : Classes d'équivalence

Soit Z une relation d’équivalence sur un ensemble E et x€ E.
On appelle classe d'équivalence de x pour Z I'ensemble

X=clx)={yeE| x&y}

que I'on note aussi x, cl(x) ou [x] OU clg(x) oU [x]g s'il y a ambiguité.
L’ensemble de toutesles classes d'équivalence pour Z est I'ensemble quotient noté

C’est une partie de 2(E).

SiXe€E/g. onaxeEtel que X =cl(x). On dif que x est un représentant de X.

Remarques

R1—

Pour tout x € E, on a, par réflexivité, x € cl(x).

R2 - L'application f: /o est appelée surjection canonique.
x — clx)
R3— Lecture sur un graphe : les classes d'équivalences sont les parties reliées entre elles par
des fleches.
Exemples
E1— < surles assertions : la classe de P contient toutes les assertions équivalentes a P.
E2 — = sur n'importe quoi : toute classe d'équivalence est un singleton.
E3— // surl’ensemble D des droites : la classe d'une 2 contient toutes les droites paralléles &
2.
D/, représente I'ensemble des directions.
E4— SUrZxZ*, (p, )R, q) < pq' =p'q : Z x Z* | g est la définition rigoureuse de I'ensemble
des nombres rationnels @ dont les éléments sont plutdt notés g.
On continue sa construction en définissant des opérations qui ne doivent pas dépendre
du représentant (p, g) d'une fraction rationnelle.
! !/
Exemple avec laloi + : g x B/ = % ne doit pas dépendre des représentants.
E5— Les classes d'équivalences pour la relation « avoir les mémes parents » sont les fratries.
E6 — Les classes d'équivalences de la relation d'équipollence de bipoints sont les vecteurs en
géomeétrie.
E7 — Pour la congruence modulo n, on a exactement n classes d’équivalences correspon-
dant aux restes possibles dans la division par n. On note :
Z/nz,= 0,1+, 0T}
Pour tout a, a={a+kn, keZ}.
Par exemples, Z/,7 =1{0,1} avec 0=2Z et 1=2Z+1
Es — Pour la relation de congruence modulo 2z sur R, 6 correspond & toutes les mesures pos-

sibles pour un angle de mesure 6.
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Soit # une relation d’équivalence sur un ensemble E.
(i) Vx,yeE, cl(x)=cl(y) = xRy
(i) Yx,yeE, cl(x)=cl(y) ou cl(x)ncl(y)=2.

(i) Uclx)=E

x€E

(iv) Les classes d’équivalence (donc E/g) forment une partition de E.

Exemples

E1— E ={suites réelles u admettant une limite finie}
uZv si et seulement silimu =limv.

1. Montrer que Z est une relation d'équivalence.
2. Montrer que E/gp est équipotent a R (utiliser la surjection canonique).
e2— Si f fonction, xZx' < f(x) = f(x). Classes d'équivalences : f=V{y}) pour ye f(E).

3 Relations d’ordre
° Définitions

Définition : Ordre

Une relation d’ordre (ou ordre) sur un ensemble E est une relation binaire < réflexive,
antisymétrique et transitive.
Lorsqu’une telle relation < existe, on dit que (E, <) est un ensemble ordonné.

Exemples

E1— <SUrR E2 — < SUr Z(E) E3— |SurlN

Remarque

> est aussi une relation d’ordre sur R, mais pour le vocabulaire, les relations d’'ordre consi-
dérées seront des « plus petit que ».

-~ -

Définition : Ordre total, partiel
Une ordre < sur E est dit total lorsque
Vx,yeE, xdyouydx

(E, Q) est alors totalement ordonné.
Sinon, c'est un ordre partiel et (E, <) est un ensemble partiellement ordonné, ce qui
se traduit par
dx,yeE, xLdyety«dx
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Remarque

Ordre total : x gy = y < x.
Ordre partiel : Ce n'est pas parce que xdy, que y < x.

Exemples
E1 - (R, <) est totalement ordonné.
E2— (2 (E),c) est partiellement ordonné dés que E contient deux éléments distincts.
e3— (IN,|) est partiellement ordonné.

E4— Il n'existe pas d'ordre total sur C compatible avec les opération + et x. En effet, si on
avait un tel ordre g,
e SOItz>0,z2xz>2zx0=0
e SOit 240, z-2=0<0-zdonc -z 0 et 22 =(-2)?>>0.
En particulier, i> = -1>0 et 12 = 1>0. Donc 01> 0.

Remarque

Si < est une relation d'ordre sur E, on définit la relation d'ordre strict associée < par
x<y <= xdyetx#y. Cette relation binaire n’est pas réflexive, mais elle est fransitive. (Elle est
anti-symétrique, mais cela n'a pas beaucoup d'intérét car I'hypothéese n’est jamais vérifiée.)

0 Majorants et minorants

Définition : Majorants, minorants

-

Soit (E,Q) ordonné, xe E, AcE, A# Q.
On dit que M € E est un majorant dans E (ou majore) x lorsque x < M.
On dit qgue M € E est un majorant (ou majore) A lorsqu’il majore tous ses éléments :

YaeA, adM

On dit que m € E est un minorant dans E (ou minore) x lorsque m < a.
On dit que m € E est un minorant (ou minore) A lorsqu’il minjore tous ses éléments :

Yae A, mdx

Exemples
E1— Dans (N, <), I'ensemble des majorants de A ={1,2,3} est Majo(A) = [3, +oo[.
L'ensemble des minorants de A est Mino(A) =] —oo,1].

E2 - Dans (R, <), I'ensemble des majorants de A={1,2,3} est [3, +oo[, I'ensemble des minorants
de A est]—oo,1].

e3— Dans (IN,]), I'ensemble des majorants de 3 est 3N, I'ensemble des minorants de 3 est {1,3}.

E4— Dans (R,<), I'ensemble des majorants de A = [a, b[ est [b, +oo[. L'ensemble des minorants
de Aest]—oo,al.
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Remarques
R1— Iln'y a pas unicité des majorants/minorants.
R2 - R n'a ni majorant, ni minorant pour <.

R3— Les majorants et les minorants dépendent de E et de I'ordre.

e Eléments extrémaux

-~ -

Définition : Plus grand, plus petit élément
Soit (E,Q) ordonné, AcE, A# .
On appelle plus grand élément ou maximum de 4, s'il existe, tout tel que g
majore A :
Yac A, adg

On appelle plus petit élément ou minimum de A4, s'il existe, tout tel que p
minore A :
VYaceA pdx

Propriété : Unicité

S’il'y a un plus grand eléement, il est unique et on le note max A.
S'il'y a un plus petit élément, il est unique et on le note min A.

Exemples
E1— Dans (R,<), A=[a,bl. min A= a et pas de max.
E2— Dans (#(E),c), min#(E) = & et max#?(E) = E.
E3— Dans (IN,<), minIN =0, pas de max.
E4— Dans (IN,|), minIN = 1, maxIN = 0.

Remarque
Les éléments extrémaux ne dépendent pas de E (mais de |'ordre, oui).

0 Borne inférieure, borne supérieure

-~ -

Définition : Borne inférieure, borne supérieure

Soit (E,<) ordonné, AcE, A4 Q.

Sil'ensemble des majorant de A dans E est non vide et admet un plus petit élément,
on I'appelle borne supérieure de A dans E et on le note sup A ou supy A.

Sil'ensemble des minorant de A dans E est non vide et admet un plus grand élément,
on I'appelle borne inférieure de A dans E et on le note inf A ou infg A.
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Remarques

R1— Borne supérieure = plus petit des majorants.
Borne inférieure = plus grand des minorants.

R2— Sile sup existe, c'est un majorant :

Vae A, a<dsupA.

Si l'inf existe, ¢’est un minorant :
Vae A, infA<a.
R3— Sisup A (respectivement inf A) existe, il est unique, mais pas nécessairement dans A.

R4— Pour f: D — R, on définit aussi inff et sup f, s'ils existent, comme le sup et I'inf de
{f(x),x € D}.

ﬁ Méthode : Déterminer une borne supérieure ou inférieure

« Pour déterminer une borne supérieure, on essaye de majorer le plus finement possible.
Pour montrer que a est la borne supérieure de A, il y a deux choses a vérifier :

(i) aestun majorant de A;
(i) a est plus petit que tout majorant de A.

e Pour déterminer une borne inférieure, on essaye de minorer le plus finement possible.
Pour montrer que g est la borne inférieure de A, il y a deux choses & vérifier :

(i) Bestun minorant de A;
(i) B est plus grand que tout minorant de A.

Exemples

E1— A=[a,b[ dans (R,<). Ensemble des majorants : [b, +ool, supla, b[ existe et vaut b.
infla, b[= min[a, b[= a.

E2— A=1{1,2,3} dans (IN,|). On remarque que le sup correspond au ppcm et que I'inf corres-
pond au pgcd.

E3 — inf(exp) =0, pas de sup.
E4— Pour f:x— e*cosx, niinf, ni sup.
E5— (Z(E),C). supi{A,B} = AuB, inf{A,B} = AnB.

Soit (E,<) ordonné, AcE, A#@.
(i) sup A existe et sup Ae A= maxA existe et vaut sup A.
(i) max A existe = sup A existe et vaut max A.
(idem avec inf et min.)
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e Cas particulier de (R, <)

Théoreme

Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Démonsiration

Admis. O

Remarque

C'est faux sur Q. Par exemple, {xe Q* | x> <2} =Qn[0,v2] n"admet pas de borne supérieure
dans Q.

Corollaire

Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

Démonstration

On considére —A={—a | a€ A} non vide, majorée et telle que —sup(—A) est le plus grand des
minorants de A. O

Remarque
On a montré que sup(—A) = —inf A. On en déduit aussi inf(— A) = —sup A.

Propriété : Caractérisation du sup et de I'inf

A VxeA x<a (amaqgjore A)
a=SsupA<—
VM eR|M <a, Ixe A, M < x (Pas de majorant plus petit)

f=infA {VxeA, B<x (Bminore A)
=infA <=

vmeR | B<m!, 3xe A x<m' (Pasde minorant plus grand)

(Dessin)

Propriété : Enoncé local

VxeA x<a (amagjore A)
a=SupA<—
Ve>0, dx€ A, a—e<x (Pasde majorant plus petit)
VxeA, B<x (Bminore A)
p=infA < P A
Ve>0, dxe€ A, x<f+e (Pasde minorant plus grand)

Applications et relations - page 21



Lycée Leconte de Lisle — Ste Clotilde — Réunid

Propriété : Caractérisation séquentielle

La borne supérieure de A est le seul majorant limite d’'une suite d’éléments de A.
La borne inférieure de A est le seul minorant limite d’une suite d’'éléments de A.

Démonstration

L O

Prendre e = —
n
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