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Chapitre IX
Applications et relations

Extrait du programme officiel :

Contenus Capacités & commentaires

Applications et relations

Application d’un ensemble dans un en-
semble.
Graphe d’une application.

Le point de vue est intuitif : une application
de E dans F associe à tout élément de E un
unique élément de F .
Le programme ne distingue pas les notions
de fonction et d’application.
Notations F (E ,F ) et F E .

Famille d’éléments d’un ensemble.

Fonction indicatrice d’une partie d’un en-
semble.

Notation 1A.

Restriction et prolongement. Notation f |A.
Image directe. Notation f (A).

Image réciproque. Notation f −1(B). Cette notation pouvant
prêter à confusion, on peut provisoirement
en utiliser une autre.

Composition.

Injection, surjection. Composée de deux in-
jections, de deux surjections.

Bijection, réciproque. Composée de deux
bijections, réciproque de la composée.

Notation f −1. Compatibilité de cette nota-
tion avec celle de l’image réciproque.

Relation binaire sur un ensemble.

Relation d’équivalence, classes d’équiva-
lence.

La notion d’ensemble quotient est hors pro-
gramme.
Les classes d’équivalence forment unepar-
tition de l’ensemble sous-jacent.
Congruences dans R, dans Z. Notation
a ≡ b [c].

Relation d’ordre. Ordre partiel, total.

Propriété de la borne supérieure

Borne supérieure (resp. inférieure) d’une
partie de R.

Notations sup X , inf X .
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Contenus Capacités & Commentaires

Toute partie non vide et majorée (resp. mi-
norée) de R admet une borne supérieure
(resp. inférieure).
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I Applications
1 Définitions

Définition : Application

Soient E et F deux ensembles non vides. On appelle application de E dans F toute
relation qui à chaque élément de E associe un unique élément de F .

Si on note f une application de E dans F ,

∀x ∈ E , ∃ ! y ∈ F, x
f7→ y (lire « f associe »)

y est aussi noté f (x).
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On note f :
E −→ F

x 7−→ f (x)
ou

∣∣∣∣∣∣ E
f−→ F

x 7−→ f (x)

L’ensemble des applications de E dans F est noté F E ou F (E ,F ).
On note aussi f : E → F ou E

f→ F pour f ∈ F E .

Diagramme sagittal.

Remarque
Se donner une application f revient à se donner la famille ( f (x))x∈E d’élément de F . D’où

la notation F E .

Réciproquement, une famille (xi )i∈I est une application f :
I −→ F

i 7−→ f (i ) = xi

.

Définition : Graphe

Soit f : E → F . L’ensemble

Γ f =
{
(x, f (x)), x ∈ E

}= {
(x, y) | x ∈ E et y = f (x)

}
est appelé graphe de f .

Remarque
Cela correspond à la courbe de f que l’on note plutôt C f lorsque E ⊂R et F ⊂R.

Dessin
Définition : Image, antécédent

Soit f : E → F, x ∈ E , y ∈ F . Lorsque y = f (x), on dit que
• y est l’image de x par f
• x est UN antécédent de y par f

Remarque
L’ensemble des antécédents des éléments de F est E car tout élément de E est un antécé-

dent. Par contre l’ensemble des images des éléments de E n’est pas toujours égal à F .

Définition : Egalité

Soient f1 : E1 → F1 et f2 : E2 → F2.
On dit que f1 = f2 lorsque
• E1 = E2

• F1 = F2

• ∀x ∈ E1 = E2, f1(x) = f2(x)
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Définition : Identité
On appelle application identité de E l’application

idE :
E −→ E

x 7−→ x

Définition : Fonction indicatrice
Soit E ensemble et A partie de E . On appelle fonction indicatrice de A dans E l’ap-

plication

1A :

E −→ {0,1}

x 7−→
 1 si x ∈ A,

0 sinon.

Propriété
Soient A,B ∈P (E).

(i) 1A =1B ⇐⇒ A = B .
(ii) 1A ×1A =1A

(iii) 1A = 1−1A

(iv) 1A∩B =1A1B

(v) 1A∪B =1A +1B −1A1B

Remarque

Si A possède un nombre fini d’éléments, |A| = #A = ∑
x∈E

1A(x).

Exercice
On définit la différence symétrique △ sur P (E)2 par

A △B = (A \ B)∪ (B \ A) = (A∪B) \ (A∩B)

1. Montrer que 1A△B =1A +1B −21A1B .
2. Montrer que △ est commutative et associative.

2 Restrictions, prolongements
a Restriction, application induite

Définition : Restriction
Soient E ,F deux ensembles non vides, f ∈ F E et A une partie non vie de E .
On appelle restriction de f à A l’application

f |A :
A −→ F

x 7−→ f (x)
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Remarques
R 1 – A et f étant fixés, il existe une unique restriction de f à A.
R 2 – On peut définir une restriction de f à l’arrivéemais il faut faire attention à ce que chaque

élément de E ait bien son image dans la partie de F .

Diagramme sagittal.

Exemple

Si f :
R −→ R+

x 7−→ |x|
, alors f |R+ = idR+ .

Définition : Application induite

Une application g : A → B est induite par f : E → F si g est une restriction de f au
départ et à l’arrivée. Soit :

• A ⊂ E et B ⊂ F
• ∀x ∈ A, g (x) = f (x)

Cela n’a de sens que si ∀x ∈ A, f (x) ∈ B .

Cas particuliers :
Définition : Partie stable

Une partie A de E est dite stable par f : E → F lorsque ∀x ∈ A, f (x) ∈ A, ce qui se note
f (A) ⊂ A.

Définition
Si f : E → E et A est stable par f , alors on peut parler de l’application induite par f

sur A :

f A :
A −→ A

x 7−→ f (x)

Exemple
idA et idE .

Applications et relations - page 5



Lycée Leconte de Lisle – Ste Clotilde – Réunion https://mp2i.lecontedelisle.re

b Prolongement
Définition : Prolongement

Soient E ,F deux ensembles non vides, f ∈ F E et E ′ tel que E ⊂ E ′.
On appelle prolongement de f à E ′ toute application g : E ′ → F telle que

∀x ∈ E , g (x) = f (x) ie g |E = f .

Diagramme sagittal.

Remarques
R 1 – g est un prolongement de f si et seulement si f est une restriction de g .
R 2 – Il n’y a pas unicité.
R 3 – On pourrait définir de même un « prolongement à l’arrivée ».

Exemple

f :
R∗+ −→ R

x 7−→ x ln x
admet un unique prolongement à R, continu en 0 : c’est un prolonge-

ment par continuité.

3 Images directe et réciproque
a Image directe

Définition : Image directe

Soit f : E → F et A ⊂ E . On appelle image directe de A par f

f (A) = { f (x), x ∈ A} ⊂ F

Si y ∈ F ,
y ∈ f (A) ⇐⇒∃ x ∈ A, y = f (x)

En particulier, f (E) = Im f est appelé image de f .

Diagramme sagittal et dessin dans R.

Exemple

f :
R −→ R

x 7−→ x2 −1
Im f = f (R) = [−1,+∞[, f ([1,2]) = [0,3].

Remarques

R 1 – "Si x ∈ E , f (x) ∈ f (A) 6⇒ x ∈ A.
R 2 – Si A 6=∅, f (A) 6=∅.
R 3 – f ({a}) = {

f (a)
}
.
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R 4 – On peut définir une application F :
P (E) −→ P (F )

A 7−→ f (A)

Propriété
Soit f : E → F , A, A′ ∈P (E).
(i) A ⊂ A′ ⇒ f (A) ⊂ f (A′) (Réciproque fausse)
(ii) f (A∪ A′) = f (A)∪ f (A′)

(iii) f (A∩ A′) ⊂ f (A)∩ f (A′) égalité fausse en général.

Démonstration

Contre-exemple (il suffit de prendre f non injective...) f :
R −→ R+

x 7−→ x2
, A =R+, A′ =R−. □

b Image réciproque
Définition : Image réciproque

Soit f : E → F , B ⊂ F . On appelle image réciproque de B par f

f (−1)(B) = {x ∈ E | f (x) ∈ B} ⊂ E .

Si x ∈ E , x ∈ f (−1)(B) ⇐⇒ f (x) ∈ B .

Remarque
C’est une notation provisoire. Cela se note f −1(B) mais il y a un risque de confusion avec la

bijection réciproque.

Exercice
Copier 15 fois « f (−1) n’est pas une fonction. »

Diagramme sagittal et dans R.

Exemples

E 1 – f : x 7→ x2 −2x −4. f (−1)({0}) = {
1±p

5
}
.

E 2 – f : x 7→ x2 −1, f (−1)(R+) =R\]−1,1[.
E 3 – f : X 7→ A∩X , f (−1)({A}) = {X ∈P (E) | A ⊂ X }.

E 4 – f :
[−1,1] −→ R

x 7−→ x2
. f ( f (−1)(R)) = [0,1] et f (−1)( f ([0,1])) = [−1,1].
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Remarques

R 1 – Si f : E → F et y ∈ F , f (−1)({y}) est l’ensemble des antécédents de y par f .
R 2 – ⊔

y∈F f (−1)({y}) = E .
R 3 – En général, f (A) = B n’implique pas A = f (−1)(B) et réciproquement. Cela est vrai sous

certaines conditions sur f (voir TD).
R 4 – x ∈ f (−1)({ f (x)}) mais en général f (−1)({ f (x)}) = f (−1)( f ({x)})) 6= {x}.
R 5 – f (−1)(F ) = E car f est une application.
R 6 – On peut avoir B 6=∅ et f (−1)(B) =∅.

R 7 – On peut définir une application G :
P (F ) −→ P (E)

B 7−→ f (−1)(B)

Propriété
Soit f : E → F , B ,B ′ ∈P (F ).
(i) B ⊂ B ′ ⇒ f (−1)(B) ⊂ f (−1)(B ′)

(ii) f (−1)(B ∪B ′) = f (−1)(B)∪ f (−1)(B ′)

(iii) f (−1)(B ∩B ′) = f (−1)(B)∩ f (−1)(B ′)

(iv) f (−1)
(
B

)
= f (−1)(B)

4 Composition
a Definition

Définition : Composée

Soit f : E → F et g : F →G deux applications. On appelle composée de f par g

g ◦ f :
E −→ G

x 7−→ g ( f (x))

symbolisée par le diagramme :

E
f−→ F

g−→ G

x 7−→ f (x) 7−→ g ( f (x))

Remarques
R 1 – C’est bien une application.
R 2 – g ◦ f est bien définie en x ssi f (x) existe d’où l’ensemble de départ. Et c’est une image

par G d’où l’ensemble d’arrivée.
R 3 – Lorsque g ◦ f est défini, f ◦ g ne l’est pas en général. Et même si elle l’est, on a g ◦ f 6= f ◦ g

en général.
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Exemple
f (x) = x +1 et g (x) = x2

R 4 – Une restriction est une composée !

b Propriétés

Propriété

(i) Associativité : Soient E
f−→ F

g−→G
h−→ H trois applications.

(h ◦ g )◦ f = h ◦ (g ◦ f ) (= h ◦ g ◦ f )

(ii) Éléments neutres : Soit f : E → F . On a idF ◦ f = f = f ◦ idE .

(iii) La loi ◦ n’est pas commutative en général.

c Itérées

Définition : Itérées
Soit f : E → E , n ∈N. On définit la n ie itérée de f par
• f 0 = idE

• f n = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois

= f ◦ f n−1 = f n−1 ◦ f si n ⩾ 1.

Remarques
R 1 – La définition s’étend au cas où f : E → F avec F ⊂ E .
R 2 – Ne pas confondre avec f × ...× f .

Définition : Applications involutives, idempotentes

Soit f : E → E .
• Lorsque f 2 = f ◦ f = idE , on dit que f est une involution ou que f est involutive.
• Lorsque f 2 = f ◦ f = f , on dit que f est idempotente.

Exemple
En géométrie, les symétries sont involutives (dans C, conjugué, opposé), les projections sont

idempotentes (parties réelle, imaginaire).
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5 Injectivité, surjectivité, bijectivité
a Injectivité

Définition : Injectivité

Soit f : E → F . f est dite injective ou une injection
ssi tout y ∈ F admet au plus un antécédent par f
ssi pour tout y ∈ F , l’équation y = f (x) d’inconnue x ∈ E admet soit aucune soit une

seule solution
ssi ∀x, x ′ ∈ E , x 6= x ′ =⇒ f (x) 6= f (x ′)
ssi

�� ��∀x, x ′ ∈ E , f (x) = f (x ′) =⇒ x = x ′

Diagramme sagittal/dans R d’injective/non injective.

Remarques
R 1 – f n’est pas injective si on peut trouver x 6= x ′ tel que f (x) = f (x ′).
R 2 – Si on restreint au départ, on garde l’injectivité. Si on n’est pas injectif, on peut le devenir

en restreignant au départ.
R 3 – f est injective ssi pour tout y ∈ F , f (−1)({y}) possède au plus un élément.
R 4 – Pour que f : E → F soit injective, il faut que F ait au moins autant d’élément que E .

Exemples

E 1 – f :
R −→ R

x 7−→ x2
non injective. Comment la rendre injective?

E 2 – f :
C\ {i} −→ C

z 7−→ z + i

z − i

Propriété : Composée d’injections
Si f : E → F et g : F →G sont injectives, alors g ◦ f l’est encore. La réciproque est fausse.

Démonstration

Facile.

Contre-exemple : f :
R+ −→ R

x 7−→ p
x

et g :
R −→ R+

x 7−→ x2
□

Applications et relations - page 10

https://mp2i.lecontedelisle.re


J. Larochette Version du 9 novembre 2022

b Surjectivité

Définition : Surjectivité

Soit f : E → F . f est dite surjective ou une surjection
ssi tout y ∈ F admet au moins un antécédent par f
ssi pour tout y ∈ F , l’équation y = f (x) d’inconnue x ∈ E admet au moins une solution
ssi ∀ y ∈ F, ∃ x ∈ E , y = f (x)

Diagramme sagittal.

Remarque
f n’est pas surjective ssi ∃ y ∈ F, ∀x ∈ E , y 6= f (x).

Exemples

E 1 – f :
R −→ R

x 7−→ x2
n’est pas surjective mais f̃ :

R −→ R+

x 7−→ x2
l’est.

E 2 – f :
C −→ C∗

z 7−→ ez
est surjective non injective.

Remarque
On peut toujours rendre une fonction surjective en la restreignant à l’arrivée à Im f = f (E).

Propriété : Caractérisation de la surjectivité par l’image
f : E → F est surjective ssi Im f = f (E) = F .

Propriété : Composée de surjections
Si f : E → F et g : F → G sont surjectives, alors g ◦ f l’est encore. La réciproque est

fausse.

Démonstration

Facile.

Contre-exemple : f :
R −→ R

x 7−→ x2
et g :

R −→ R+

x 7−→ |x|
. □
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c Bijectivité
Définition : Bijectivité

Soit f : E → F . f est dite bijective ou une bijection
ssi f est injective et surjective
ssi tout y ∈ F admet exactement un antécédent par f
ssi pour tout y ∈ F , l’équation y = f (x) d’inconnue x ∈ E admet une et une seule

solution
ssi ∀ y ∈ F, ∃ ! x ∈ E , y = f (x)

Définition : Permutations
Soit E un ensemble non vide. On appelle permutation de E toute bijection de E dans

lui-même ( f : E → E).
L’ensemble des permutations de E se note S(E).

Propriété : Caract. de la bijectivité et récip. de la réciproque
Soit f : E → F .
(i) f est bijective si et seulement s’il existe g : F → E telle que g ◦ f = idE et f ◦ g = idF .

Lorsqu’elle existe une telle application est unique ; on l’appelle réciproque de f
et on la note f −1.
On a alors f ◦ f −1 = idF et f −1 ◦ f = idE .

(ii) Si f est bijective,
∀x ∈ E , ∀ y ∈ F,

[
y = f (x) ⇐⇒ x = f −1(y)

]
(iii) Si f : E → F est bijective, f −1 : F → E l’est aussi et

(
f −1

)−1 = f .

Démonstration

(i) Si f est bijective, g : F → E qui à y associe l’unique antécédent de y par f convient.
Réciproquement, si un tel g existe, g ◦ f = idE donne f injective et f ◦g = idF donne f surjec-
tive.
Pour l’unicité, si h convient aussi, f ◦h = f ◦ g et par injectivité, h = g .

(ii) Si y = f (x), f −1(y) = f −1 ◦ f (x) = x.
Si x = f −1(y), f (x) = f ◦ f −1(y) = y .

(iii) g ◦ f −1 = idF et f −1 ◦ g = idE avec g = f .

□

Remarques

R 1 –
S(E) −→ S(E)

f 7−→ f −1
est donc une involution.

R 2 – (x, y) ∈ Γ f ⇐⇒ y = f (x) ⇐⇒ x = f −1(y) ⇐⇒ (y, x) ∈ Γ f −1 .
Donc, dans R, C f −1 est le symétrique de C f par rapport à y = x.

R 3 – Ne pas confondre f −1 et 1

f
!
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Méthode : Montrer que f est bijective
On peut :
• Montrer que f est injective et surjective. La preuve de la surjectivité donne souvent
l’expression de f −1.

• Trouver g telle que f ◦ g = idF et g ◦ f = idE , alors g = f −1.
• Résoudre pour tout y l’équation y = f (x) (on obtient x = f −1(y).)
• Si E ⊂R et F ⊂R : appliquer le théorème de la bijection. Ne donne pas f −1 (mais donne
sa continuité et sa monotonie).

Exemples

E 1 – f :
R −→ R

x 7−→ x3 −1
. Théorème de la bijection ou résolution d’équation

E 2 – g :
C\ {i} −→ C\ {1}

z 7−→ z + i

z − i

E 3 – Involutions, A 7→ Ā.

Propriété : Composée de bijections
Si f : E → F et g : F →G bijectives, alors g ◦ f bijective. Réciproque fausse.
On a alors (g ◦ f )−1 = f −1 ◦ g−1.

Démonstration

Contre-exemple : f :
R+ −→ R

x 7−→ x2
et g :

R −→ R+

x 7−→ |x|
. □

Remarque
Si f , g ∈S(E), f ◦ g ∈S(E) et f −1 ∈S(E).

Définition : Équipotence

Deux ensembles sont dits équipotents lorsqu’il existe une bijection allant de l’un vers
l’autre.

Remarque
C’est la notion qui permet entre autre de définir les ensembles finis et leur cardinal.

Propriété : Image réciproque et image de la réciproque
Soit f : E → F bijective, B ⊂ F .

f (−1)(B) = (
f −1)(B).
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Remarque
Si f est bijective, alors pour tout n ∈N, f n (itérée) l’est aussi et

(
f n

)−1 = (
f −1

)n que l’on peut
noter f −n . Cela permet de définir f n pour n ∈Z.

On peut alors vérifier que les opérations classiques sur les puissances sont encore valables.
"tout de même, vu la non commutation, en général (g ◦ f )n 6= g n ◦ f n ! (Pourquoi?)

II Relations binaires
1 Généralités

Définition : Relation binaire
Soient E un ensemble. On appelle relation binaire R sur E toute relation vraie pour

certains couples (x, y) ∈ E 2.
C’est-à-dire que l’on a un ensemble Γ ⊂ E 2 tel que x est en relation avec y , ce qui

se note xRy si et seulement si (x, y) ∈ Γ. Γ est le graphe de R.

Représentation d’un graphe.

Remarque
Lorsque E est fini, on peut aussi la représenter par une matrice contenant 0 ou 1 appelée

matrice d’adjacence.

Exemples

E 1 – ⩽ sur R E 2 – ⊂ sur P (E) E 3 – ⊥ sur D = { droites }.

Définition : Réflexivité, symétrie, antisymétrie, transitivité

Soit R une relation binaire sur E . R est dite :
• réflexive ssi ∀x ∈ E , xRx.
• symétrique ssi ∀x, y ∈ E , xRy ⇒ yRx.
• antisymétrique ssi ∀x, y ∈ E , xRy et yRx ⇒ x = y .
• transitive ssi ∀x, y, z ∈ E , xRy et yRz ⇒ xRz.

Traduction sur le graphe.

Remarque
Soit R une relation binaire sur E . R n’est pas
• réflexive ssi ∃ x ∈ E , x

/
Rx.

• symétrique ssi ∃ x, y ∈ E , xRy et y
/
Rx.

• antisymétrique ssi ∃ x, y ∈ E , x 6= y et xRy et yRx.
• transitive ssi ∃ x, y, z ∈ E , xRy et yRz et x

/
Rz.

Applications et relations - page 14

https://mp2i.lecontedelisle.re


J. Larochette Version du 9 novembre 2022

Exemples

E 1 – ⩽ sur R
E 2 – < sur R
E 3 – // sur D

E 4 – ⊥ sur D

E 5 – ⊂ sur P (E).

E 6 – = sur... n’importe quoi !

E 7 – 6= sur... n’importe quoi !

E 8 – zRz ′ ⇐⇒ z = z ′2 sur C n’est ni symétrique, ni
antisymétrique, ni réflexive, ni transitive.

Remarque
La symétrie et la transitivité impliquent la réflexivité????
xRy implique yRx et donc par transitivité, xRx.
Non !!!! Car x pourrait n’être en relation avec personne...

2 Relations d’équivalence
Définition : Relation d’équivalence

On appelle relation d’équivalence toute relation binaire réflexive, symétrique et
transitive sur un ensemble non vide.

Exemples

E 1 – ⇐⇒ sur les assertions.

E 2 – = sur n’importe quoi.

E 3 – // sur l’ensemble des droites.

E 4 – Sur Z×Z∗, (p, q)R(p ′, q ′) ⇐⇒ pq ′ = p ′q.
E 5 – Sur l’ensemble des êtres humains, « a le

même nom » ou « a le même sexe » ou « a
les mêmes parents »

E 6 – La relation « est asymptote en +∞ à » sur l’ensemble F des fonctions réelles tendant vers
+∞ en +∞.

E 7 – Si P est l’ensemble des points du plan, relation d’équipollence de deux bipoints :

∀ (A,B), (C,D) ∈P 2, (A,B)R(C,D) ⇐⇒−→
AB =−→

CD ⇐⇒ ABDC parallélogramme.

Définition : Congruences

(i) Soit n ∈N fixé. On définit la relation de congruence modulo n sur Z par

a ≡ b [n] ⇐⇒ n|(a −b) ⇐⇒∃k ∈Z, a = b +kn

⇐⇒ a et b ont même reste de division par n.

(ii) Soit α ∈R fixé. On définit la relation de congruence modulo α sur R par

x ≡ y [α] ⇐⇒∃k ∈Z, x = y +kα

Propriété
Ces deux relations sont des relations d’équivalence.
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Démonstration

Facile. □

Définition : Classes d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E et x ∈ E .
On appelle classe d’équivalence de x pour R l’ensemble

x = cl(x) = {
y ∈ E | xRy

}
que l’on note aussi ẋ, cl(x) ou [x] ou clR(x) ou [x]R s’il y a ambiguïté.

L’ensemble de toutes les classes d’équivalence pourR est l’ensemble quotient noté
E

/
R. C’est une partie de P (E).
Si X ∈ E

/
R, on a x ∈ E tel que X = cl(x). On dit que x est un représentant de X .

Remarques
R 1 – Pour tout x ∈ E , on a, par réflexivité, x ∈ cl(x).

R 2 – L’application f :
E −→ E

/
R

x 7−→ cl(x)
est appelée surjection canonique.

R 3 – Lecture sur un graphe : les classes d’équivalences sont les parties reliées entre elles par
des flèches.

Exemples
E 1 – ⇐⇒ sur les assertions : la classe de P contient toutes les assertions équivalentes à P .
E 2 – = sur n’importe quoi : toute classe d’équivalence est un singleton.
E 3 – // sur l’ensemble D des droites : la classe d’une D contient toutes les droites parallèles à

D.
D

/
// représente l’ensemble des directions.

E 4 – Sur Z×Z∗, (p, q)R(p ′, q ′) ⇐⇒ pq ′ = p ′q : Z×Z∗/
R est la définition rigoureuse de l’ensemble

des nombres rationnels Q dont les éléments sont plutôt notés p

q
.

On continue sa construction en définissant des opérations qui ne doivent pas dépendre
du représentant (p, q) d’une fraction rationnelle.

Exemple avec la loi + : p

q
× p ′

q ′ =
pp ′

qq ′ ne doit pas dépendre des représentants.

E 5 – Les classes d’équivalences pour la relation « avoir les mêmes parents » sont les fratries.
E 6 – Les classes d’équivalences de la relation d’équipollence de bipoints sont les vecteurs en

géométrie.
E 7 – Pour la congruence modulo n, on a exactement n classes d’équivalences correspon-

dant aux restes possibles dans la division par n. On note :

Z
/

nZ= {
0,1, · · · ,n −1

}
Pour tout a, a = {

a +kn, k ∈Z}
.

Par exemples, Z
/

2Z= {
0,1

}
avec 0 = 2Z et 1 = 2Z+1

E 8 – Pour la relation de congruence modulo 2π sur R, θ correspond à toutes les mesures pos-
sibles pour un angle de mesure θ.
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Propriété
Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E .
(i) ∀x, y ∈ E , cl(x) = cl(y) ⇐⇒ xRy

(ii) ∀x, y ∈ E , cl(x) = cl(y) ou cl(x)∩cl(y) =∅.
(iii)

⋃
x∈E

cl(x) = E

(iv) Les classes d’équivalence (donc E
/
R) forment une partition de E .

Exemples
E 1 – E = {suites réelles u admettant une limite finie}

uRv si et seulement si limu = lim v .
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Montrer que E

/
R est équipotent à R (utiliser la surjection canonique).

E 2 – Si f fonction, xRx ′ ⇐⇒ f (x) = f (x ′). Classes d’équivalences : f (−1)({y}) pour y ∈ f (E).

3 Relations d’ordre
a Définitions

Définition : Ordre
Une relation d’ordre (ou ordre) sur un ensemble E est une relation binaireP réflexive,

antisymétrique et transitive.
Lorsqu’une telle relation P existe, on dit que (E ,P) est un ensemble ordonné.

Exemples

E 1 – ⩽ sur R E 2 – ⊂ sur P (E) E 3 – | sur N

Remarque
⩾ est aussi une relation d’ordre sur R, mais pour le vocabulaire, les relations d’ordre consi-

dérées seront des « plus petit que ».

Définition : Ordre total, partiel

Une ordre P sur E est dit total lorsque

∀x, y ∈ E , x P y ou y P x

(E ,P) est alors totalement ordonné.
Sinon, c’est un ordre partiel et (E ,P) est un ensemble partiellement ordonné, ce qui

se traduit par
∃ x, y ∈ E , x 6P y et y 6P x
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Remarque
Ordre total : x 6P y =⇒ y P x.
Ordre partiel : Ce n’est pas parce que x 6P y , que y P x.

Exemples
E 1 –

(
R,⩽

)
est totalement ordonné.

E 2 –
(
P (E),⊂ )

est partiellement ordonné dès que E contient deux éléments distincts.
E 3 –

(
N, |) est partiellement ordonné.

E 4 – Il n’existe pas d’ordre total sur C compatible avec les opération + et ×. En effet, si on
avait un tel ordre P,
• Soit z Q 0, z × z Q z ×0 = 0
• Soit z P 0, z − z = 0 P 0− z donc −z Q 0 et z2 = (−z)2 Q 0.

En particulier, i2 =−1▷0 et 12 = 1▷0. Donc 0▷0.

Remarque
Si P est une relation d’ordre sur E , on définit la relation d’ordre strict associée ◁ par

x ◁ y ⇐⇒ x P y et x 6= y . Cette relation binaire n’est pas réflexive, mais elle est transitive. (Elle est
anti-symétrique, mais cela n’a pas beaucoup d’intérêt car l’hypothèse n’est jamais vérifiée.)

b Majorants et minorants
Définition : Majorants, minorants

Soit (E ,P) ordonné, x ∈ E , A ⊂ E , A 6=∅.
On dit que M ∈ E est unmajorant dans E (oumajore) x lorsque x P M .
On dit que M ∈ E est unmajorant (oumajore) A lorsqu’il majore tous ses éléments :

∀a ∈ A, a P M

On dit que m ∈ E est unminorant dans E (ouminore) x lorsque m P a.
On dit que m ∈ E est unminorant (ouminore) A lorsqu’il minjore tous ses éléments :

∀a ∈ A, m P x

Exemples
E 1 – Dans (N,⩽), l’ensemble des majorants de A = {1,2,3} est Majo(A) = J3,+∞J.

L’ensemble des minorants de A est Mino(A) =K−∞,1K.
E 2 – Dans (R,⩽), l’ensemble des majorants de A = {1,2,3} est [3,+∞[, l’ensemble des minorants

de A est ]−∞,1].
E 3 – Dans (N, |), l’ensemble des majorants de 3 est 3N, l’ensemble des minorants de 3 est {1,3}.
E 4 – Dans (R,⩽), l’ensemble des majorants de A = [a,b[ est [b,+∞[. L’ensemble des minorants

de A est ]−∞, a].
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Remarques
R 1 – Il n’y a pas unicité des majorants/minorants.
R 2 – R n’a ni majorant, ni minorant pour ⩽.
R 3 – Les majorants et les minorants dépendent de E et de l’ordre.

c Éléments extrémaux

Définition : Plus grand, plus petit élément

Soit (E ,P) ordonné, A ⊂ E , A 6=∅.
On appelle plus grand élément ou maximum de A, s’il existe, tout

�� ��g ∈ A tel que g

majore A :
∀a ∈ A, a P g

On appelle plus petit élément ou minimum de A, s’il existe, tout
�� ��p ∈ A tel que p

minore A :
∀a ∈ A, p P x

Propriété : Unicité
S’il y a un plus grand élément, il est unique et on le note max A.
S’il y a un plus petit élément, il est unique et on le note min A.

Exemples
E 1 – Dans (R,⩽), A = [a,b[. min A = a et pas de max.
E 2 – Dans (P (E),⊂), minP (E) =∅ et maxP (E) = E .

E 3 – Dans (N,⩽), minN= 0, pas de max.
E 4 – Dans (N, |), minN= 1, maxN= 0.

Remarque
Les éléments extrémaux ne dépendent pas de E (mais de l’ordre, oui).

d Borne inférieure, borne supérieure

Définition : Borne inférieure, borne supérieure

Soit (E ,P) ordonné, A ⊂ E , A 6=∅.
Si l’ensemble des majorant de A dans E est non vide et admet un plus petit élément,

on l’appelle borne supérieure de A dans E et on le note sup A ou supE A.
Si l’ensembledesminorant de A dans E est non videet admet unplus grandélément,

on l’appelle borne inférieure de A dans E et on le note inf A ou infE A.
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Remarques
R 1 – Borne supérieure = plus petit des majorants.

Borne inférieure = plus grand des minorants.
R 2 – Si le sup existe, c’est un majorant :

∀a ∈ A, a P sup A.

Si l’inf existe, c’est un minorant :
∀a ∈ A, inf A P a.

R 3 – Si sup A (respectivement inf A) existe, il est unique, mais pas nécessairement dans A.
R 4 – Pour f : D → R, on définit aussi inf f et sup f , s’ils existent, comme le sup et l’inf de{

f (x), x ∈ D
}
.

Méthode : Déterminer une borne supérieure ou inférieure
• Pour déterminer une borne supérieure, on essaye de majorer le plus finement possible.
Pour montrer que α est la borne supérieure de A, il y a deux choses à vérifier :
(i) α est un majorant de A ;
(ii) α est plus petit que tout majorant de A.

• Pour déterminer une borne inférieure, on essaye de minorer le plus finement possible.
Pour montrer que β est la borne inférieure de A, il y a deux choses à vérifier :
(i) β est un minorant de A ;
(ii) β est plus grand que tout minorant de A.

Exemples
E 1 – A = [a,b[ dans (R,⩽). Ensemble des majorants : [b,+∞[, sup[a,b[ existe et vaut b.

inf[a,b[= min[a,b[= a.
E 2 – A = {1,2,3} dans (N, |). On remarque que le sup correspond au ppcm et que l’inf corres-

pond au pgcd.
E 3 – inf(exp) = 0, pas de sup.
E 4 – Pour f : x 7→ ex cos x, ni inf, ni sup.
E 5 – (P (E),⊂). sup{A,B} = A∪B , inf{A,B} = A∩B .

Propriété
Soit (E ,P) ordonné, A ⊂ E , A 6=∅.
(i) sup A existe et sup A ∈ A ⇒ max A existe et vaut sup A.
(ii) max A existe ⇒ sup A existe et vaut max A.

(idem avec inf et min.)

Applications et relations - page 20

https://mp2i.lecontedelisle.re


J. Larochette Version du 9 novembre 2022

e Cas particulier de (R,⩽)

Théorème
Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Démonstration

Admis. □

Remarque
C’est faux sur Q. Par exemple, {x ∈Q+ | x2 ⩽ 2} =Q∩[

0,
p

2
[
n’admet pas de borne supérieure

dans Q.

Corollaire
Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

Démonstration

On considère −A = {−a | a ∈ A} non vide, majorée et telle que −sup(−A) est le plus grand des
minorants de A. □

Remarque
On a montré que sup(−A) =− inf A. On en déduit aussi inf(−A) =−sup A.

Propriété : Caractérisation du sup et de l’inf

α= sup A ⇐⇒
 ∀x ∈ A, x ⩽α (α majore A)

∀M ′ ∈R | M ′ <α, ∃ x ∈ A, M ′ < x (Pas de majorant plus petit)

β= inf A ⇐⇒
 ∀x ∈ A, β⩽ x (β minore A)

∀m′ ∈R | β< m′, ∃ x ∈ A, x < m′ (Pas de minorant plus grand)

(Dessin)

Propriété : Énoncé local

α= sup A ⇐⇒
 ∀x ∈ A, x ⩽α (α majore A)

∀ε> 0, ∃ x ∈ A, α−ε< x (Pas de majorant plus petit)

β= inf A ⇐⇒
 ∀x ∈ A, β⩽ x (β minore A)

∀ε> 0, ∃ x ∈ A, x <β+ε (Pas de minorant plus grand)
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Propriété : Caractérisation séquentielle
La borne supérieure de A est le seul majorant limite d’une suite d’éléments de A.
La borne inférieure de A est le seul minorant limite d’une suite d’éléments de A.

Démonstration

Prendre ε= 1

n
. □
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