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Chapitre IX
Applications et

relations

3 Relations d’ordre
a Définitions

Définition : Ordre
Une relation d’ordre (ou ordre) sur un

ensemble E est une relation binaire P ré-
flexive, antisymétrique et transitive.

Lorsqu’une telle relation P existe, on dit
que (E ,P) est un ensemble ordonné.

Exemples

E 1 – ⩽ sur R E 2 – ⊂ sur P (E) E 3 – | sur N

Remarque
⩾ est aussi une relation d’ordre sur R, mais

pour le vocabulaire, les relations d’ordre consi-
dérées seront des « plus petit que ».

Définition : Ordre total, partiel

Une ordre P sur E est dit total lorsque

(E ,P) est alors totalement ordonné.
Sinon, c’est un ordre partiel et (E ,P) est

un ensemble partiellement ordonné, ce
qui se traduit par

Remarque
Ordre total :
Ordre partiel :

Exemples

E 1 –
(
R,⩽

)
E 2 –

(
P (E),⊂ )

E 3 –
(
N, |)

E 4 – Il n’existe pas d’ordre total sur C compa-
tible avec les opération + et ×.

Remarque
Si P est une relation d’ordre sur E , on dé-

finit la relation d’ordre strict associée ◁ par
x ◁ y ⇐⇒ x P y et x 6= y . Cette relation binaire
n’est pas réflexive, mais elle est transitive. (Elle
est anti-symétrique, mais cela n’a pas beau-
coup d’intérêt car l’hypothèse n’est jamais vé-
rifiée.)

b Majorants et minorants

Définition : Majorants, mino-
rants

Soit (E ,P) ordonné, x ∈ E , A ⊂ E , A 6=∅.
On dit que M ∈ E est unmajorant dans E

(oumajore) x lorsque x P M .
Ondit que M ∈ E est unmajorant (ouma-

jore) A lorsqu’il majore tous ses éléments :

∀a ∈ A, a P M

On dit que m ∈ E est unminorant dans E
(ouminore) x lorsque m P a.

On dit que m ∈ E est unminorant (oumi-
nore) A lorsqu’il minjore tous ses éléments :

∀a ∈ A, m P x

Exemples
E 1 – Dans (N,⩽), l’ensemble des majorants de

A = {1,2,3} est Majo(A) =
L’ensemble des minorants de A est
Mino(A) =

E 2 – Dans (R,⩽), l’ensemble des majorants de
A = {1,2,3} est l’ensemble des mino-
rants de A est

E 3 – Dans (N, |), l’ensemble des majorants de 3
est l’ensemble des minorants de 3
est

E 4 – Dans (R,⩽), l’ensemble des majorants de
A = [a,b[ est . L’ensemble des mino-
rants de A est

Remarques

R 1 – Il n’y a pas unicité des majorants/mino-
rants.

R 2 – R n’a ni majorant, ni minorant pour ⩽.
R 3 – Lesmajorants et lesminorants dépendent

de E et de l’ordre.
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c Éléments extrémaux

Définition : Plus grand, plus
petit élément

Soit (E ,P) ordonné, A ⊂ E , A 6=∅.
Onappelleplus grandélémentoumaxi-

mum de A, s’il existe, tout
�� ��g ∈ A tel que g

majore A :
∀a ∈ A, a P g

On appelle plus petit élément ou mini-
mum de A, s’il existe, tout

�� ��p ∈ A tel que p

minore A :
∀a ∈ A, p P x

Propriété : Unicité
S’il y a un plus grand élément, il est

unique et on le note max A.
S’il y a unplus petit élément, il est unique

et on le note min A.

Exemples
E 1 – Dans (R,⩽), A = [a,b[.
E 2 – Dans (P (E),⊂), minP (E) = et

maxP (E) =
E 3 – Dans (N,⩽), avec A =N

E 4 – Dans (N, |), avec A =N

Remarque
Les éléments extrémaux ne dépendent pas

de E (mais de l’ordre, oui).

d Borne inférieure, borne supérieure

Définition : Borne inférieure,
borne supérieure

Soit (E ,P) ordonné, A ⊂ E , A 6=∅.
Si l’ensemble des majorant de A dans

E est non vide et admet un plus petit élé-
ment, on l’appelle borne supérieure de A
dans E et on le note sup A ou supE A.

Si l’ensemble des minorant de A dans E
est non vide et admet un plus grand élé-
ment, on l’appelle borne inférieure de A
dans E et on le note inf A ou infE A.

Remarques

R 1 – Borne supérieure = plus petit des majo-
rants.
Borne inférieure = plus grand des mino-
rants.

R 2 – Si le sup existe, c’est un majorant :

∀a ∈ A, a P sup A.

Si l’inf existe, c’est un minorant :

∀a ∈ A, inf A P a.

R 3 – Si sup A (respectivement inf A) existe, il est
unique, mais pas nécessairement dans A.

R 4 – Pour f : D → R, on définit aussi inf f et
sup f , s’ils existent, comme le sup et l’inf de{

f (x), x ∈ D
}
.

Méthode : Déterminer une borne su-
périeure ou inférieure

• Pour déterminer une borne supérieure,
on essaye de majorer le plus finement
possible.
Pour montrer que α est la borne supé-
rieure de A, il y a deux choses à vérifier :
(i) α est un majorant de A ;
(ii) α est plus petit que tout majorant de

A.
• Pour déterminer une borne inférieure, on
essaye de minorer le plus finement pos-
sible.
Pourmontrer que βest la borne inférieure
de A, il y a deux choses à vérifier :
(i) β est un minorant de A ;
(ii) β est plus grand que toutminorant de

A.

Exemples
E 1 – A = [a,b[ dans (R,⩽).
E 2 – A = {1,2,3} dans (N, |).
E 3 – Pour f = exp

E 4 – Pour f : x 7→ ex cos x

E 5 – (P (E),⊂). sup{A,B} et inf{A,B}
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Propriété
Soit (E ,P) ordonné, A ⊂ E , A 6=∅.

(i) sup A existe et sup A ∈ A ⇒ max A existe
et vaut sup A.

(ii) max A existe ⇒ sup A existe et vaut
max A.

(idem avec inf et min.)

e Cas particulier de (R,⩽)

Théorème
Toute partie non vide majorée deR ad-

met une borne supérieure.

Remarque
C’est faux sur Q. Par exemple,

{x ∈ Q+ | x2 ⩽ 2} = Q ∩ [
0,
p

2
[
n’admet pas

de borne supérieure dans Q.

Corollaire
Toute partie non vide minorée de R ad-

met une borne inférieure.

Remarque
On a montré que sup(−A) =− inf A.
On en déduit aussi inf(−A) =−sup A.

Propriété : Caractérisation
du sup et de l’inf

α= sup A ⇔


∀x ∈ A, x ⩽α (α majore A)

∀M ′ ∈R | M ′ <α, ∃ x ∈ A, M ′ < x

(Pas de majorant plus petit)

β= inf A ⇐⇒


∀x ∈ A, β⩽ x (β minore A)

∀m′ ∈R | β< m′, ∃ x ∈ A, x < m′

(Pas de minorant plus grand)

Propriété : Énoncé local

α= sup A ⇐⇒


∀x ∈ A, x ⩽α (α majore A)

∀ε> 0, ∃ x ∈ A, α−ε< x

(Pas de majorant plus petit)

β= inf A ⇐⇒


∀x ∈ A, β⩽ x (β minore A)

∀ε> 0, ∃ x ∈ A, x <β+ε

(Pas de minorant plus grand)

Propriété : Caractérisation
séquentielle

La borne supérieure de A est le seulma-
jorant limite d’une suite d’éléments de A.

La borne inférieure de A est le seul mi-
norant limite d’une suite d’éléments de A.
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