J. Larochette

Version du 13 novembre 2022

— Chapitre X

Ensembles de nombres usuels

Extrait du programme officiel :

L'objectif de cette section est de donner une base solide & I'étude des suites réelles. On insiste sur le
caractere fondamental de la propriété de la borne supérieure.

Contenus

Capacités & commentaires

a) Ensembles de nombres usuels

Entiers naturels, relatifs, nombres décimaux,
rationnels, réels, irrationnels.

Approximations décimales d'un réel.
Tout intervalle ouvert non vide rencontre Q

et R\Q.

Droite achevée R.

Les constructions des ensembles de
nombres usuels (et en particulier celle de
R) sont hors programme.

Valeurs décimales approchées a la préci-
sion 107" par défaut et par exces.

b) Propriété de la borne supérieure

Borne supérieure (resp. inférieure) d'une
partie de R.

Toute partie non vide et majorée (resp. mi-
norée) de R admet une borne supérieure
(resp. inférieure).

Une partie X de R est un intervalle si et
seulement sipourtous a, be X telsque a < b,
la,b] c X.

Notations sup X, inf X.
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| IN : Les Entiers Naturels

Question : Comment formalise-t-on I'ensemble IN 2
Réponse : Comme I'unique ensemble
« admeftant un élément noté o,
tel que tout entier n admet un unique successeur (s(n) = n+1),
e aucun entier n'admet 0 comme successeur,
« deux entiers qui ont méme successeur sont égaux (s est injective),
« siune partie A contient 0 et est stable par s, A=IN. (Principe de récurrence).

OaNOWON —

A partir de ces axiomes, on construit facilement les lois + et x habituelles, ainsi que I'ordre total

N

On a la propriété remarquable suivante :

Toute partie non vide de IN admet un plus petit élément : on dit que (N, <) est bien
ordonné (ou que < est un bon ordre sur IN.)

Toute partie non vide majorée de IN admet un plus grand élément.

Démonstration

Si An’a pas de plus petit élément, par récurrence, Vi€ [0,n], i¢ A donc A est vide.
Si A non vide majorée, I'ensemble B des majorants admet un plus petit élément N. Alors
VneA, n<N (majorant) et Ne Asinon N -1 serait un majorant A. Donc N = max A. O

Remarque

On peut démontrer que tout entier n a une unique écriture en base 10, c’est-a-dire de la
forme
n=apap_1--ay=ap-10° +---+a;-10+ ag

avec ay,...,ap € [0,9].

1. Il s'agit des axiomes de Peano, définissant IN de maniere unique d bijection preés.
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De la méme maniéere, on a une écriture unique de toute entier dans n'importe quelle base
belN* :
n=aza; 1 a’ =a; b?+--+a;-b+ag

avec ay,...,aq € [0,b—-1].
Les chiffres ay, ..., a; s’obtiennent comme restes des divisions euclidiennes! successives par

b.

Exemple
2022 en base 5, 2, 16.

Il 7 : Les Entiers Relatifs

L'idée est, a partir de IN, de rajouter un symétrique pour la loi + & chagque entier, pour définir

Z.
On étend alors la définition de +, x et < d Z.

Toute partie non vide minorée de Z admet un plus petit élément.
Toute partie non vide majorée de 7Z admet un plus grand élément.

Démonstration

Soit A partie non vide majorée de Z.
e SiAnIN #£ @, alors AnIN est une partie non vide majorée de IN donc admet un max et

max AnIN = max A.

e Sinon, —A = {—k,k € A} est une partie non vide de IN donc admet un min m. Alors

—m =maxA.
Si A partie non vide minorée de Z, — A partie non vide majorée de Z, donc admet un max,
et on vérifie que —max(—A) = min A. O

Il : Les Nombres Rationnels

Pour définir @, on utilise la relation d'équivalence

P, @R, q) = pq =p'q

sur Z x 7* dont les classes d’équivalences sont identifiees aux rationnels P
q

La difficulté est alors de définir les lois + et x et I'ordre < indépendamment du choix
d'un représentant Z d'une fraction rationnelle r.

1. voir cours d'arithmétique.

Ensembles de nombres usuels - page 3



Lycée Leconte de Lisle — Ste Clotilde — Réunid HTTPS://MP2I .LECONTEDELISLE.RE

On montrera dans le cours d'arithmétique la propriété :

Propriété
Tout nombre rationnel s’écrit de maniere unique P avec p e Z et q e N* premiers
q

enfre eux, c'est-a-dire que p et g n'ont pas de diviseur non trivial en commun (la
fraction est dite irréductible).

IV D : Les Nombres Décimaux

fe 1y ;. , . n
On définitI'ensemble D des décimaux comme I'ensemble des rationnels de la forme Tom’ dont

I'écriture décimal est finie.
Un tel nombre a une écriture en base 10 de la forme :

AnGp-1+ Ay, A-10-2 "+ A_p = Ap10" +o4apl0®+a_107 4+ a-,107"

a_ a—
=apl0" + -+ g+ —— At —L
10 107
avec tous les a; € [0,9].
On peut montrer que cette écriture finie est unique.

Remarque

On peut montrer qu’'une écriture infinie ne I'est pas nécessairement : parexemple 0,999...=1.
En effetf, si x=0,999..., 10- x =9+ x.

On montrera dans le chapitre sur les séries que les seuls cas ou il N’y a pas unicité sont ceux
ou I'écriture décimale se termine par une infinité de 9/une infinité de 0, c'est-a-dire pour les
décimaux.

V R :Les Nombres Réels

1 Généralités, nombres irrationnels

On ne donne pas de construction ! de R ici (hors-programme). L'idée étant que les nombres
rationnels laissent une infinité de « frous infinitésimaux » que I'on « bouche » pour obtenir les réels.

Les propriétés principales de R est qu'il est totalement ordonné par < avec des lois +, x Aux
propriétés habituelles compatibles avec <, et qu'il vérifie les propriétés fondamentales :

Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.
Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

Notonsque NCZCDC QCR.
Les réels non rationnels sont les irrationnels (exemples : v2, 7, e).

1. Il en existe plusieurs (coupures de Dedekind, suites de Cauchy) qui utilisent toutes les nombres ration-
nels.
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(i) Une somme, une différence, un produit, un quotient de deux rationnels I'est tou-

jours.
C’est moins simple pour les irrationnels !

(i) VreQ, VxeR\Q, x+reR\Q

1 .
(i) VreQ, VxeR\Q, rx,;,%e]R\Q sir#0.

(iv) Si x,ye R\Q, on ne peut rien dire en général de x+y, xy, %

Démonstration

V2v2 € Q mais' v2v3 ¢ Q.
V2+v2¢Q mais vV2-v2€eQ.
V2 V2

— mais — . O
0 <0

2 Partie entiere

Lemme

7. n'est pas majoré dans R et foute partie non vide de Z majorée dans R I'est dans
7, et donc admet un plus grand élément.

Démonsiration

Si Z était majoré dans R, il admettrait une borne supérieure M.

AlorsVkeZ, k+1<Mdonc k< M-1donc M n'est pas le sup. Contradiction.

Si AcZ, majorée par ye R, comme Z n'est pas majoré dans R, on a k€ Z tel que y < k donc
A est majorée dans Z. O

Remarque

C'est équivalent a une propriété de R (R est archimédien) :six>0, ye R, on a ne N tel que
nx>y (avec x=1).

Propriété : Existence et unicité de la partie entiere

Pour tout x e R, il existe un unique neZ telque n<x<n+1, c'est-a-dire x—-1<n<x.

Démonstration

Existence : Soit A={keZ | k < x}. C'est une partie de Z non vide car —x n’est pas un mao-
jorant de Z, majorée dans R donc dans Z donc elle admet un maximum d’apres le lemme
précédent. Alors n=maxAe Adonc n<xetn+1>n¢ Adonc n+1> x.

Unicité : Réciproquement, un n tel que n < x < n+1 est bien le maximum de A (ne A et si
kea, k<n+1donc k—-1<ndonc k< n) donc est unique. O

1. On verra dans le cours d'arithmétique que les seules racines d'entiers rationnelles sont les racines de
carrés d'entiers.
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Exemple

Nombre de chiffres dans I'écriture en base b : un entier n s'écrit avec k chiffres en base b si
et seulement si b*~! < n< bk, c’est-a-dire k—1<log,n < k donc

Inn
Qc: log,nl+1= {EJ +1J

3 Approximations décimales

Exemple
7 =3,141592..., donc

3<n<4
31 32
31=—<n<32=—
10 10
314 315
3,14=— <mw<3,15=—
100 100

Définition : Approximations décimales

Soit xe R. Pour ne N, on définit les décimaux

et
1 |10"x]+1 [10"x+1]
D = @) I = = .
n(X) = dn () 107 107 107

d,(x) et D,(x) sont les approximations décimales de x a 107" pres par défaut et par
exces respectivement.

Remarque

d,(x) est un développement décimal limité de x : en ne gardant que n chiffres aprées la
virgule. On peut montrer que ces chiffres sont uniques (ce sont les décimales de x).

Rappel : un développement illimité n’est pas toujours unique ! Les seuls cas ou il N’y a pas
unicité sont ceux ou I'écriture décimale se termine par une infinité de 9/une infinité de 0, c'est-
a-dire pour les décimaux.

SixeR, les suites (d,(x)), et (D,(x)), sont respectivement croissante et décroissante.
Vnel,
dn(x) < x < Dp(x)

|dp(x) — x| =x—dp(x) <107"

|ID,,(x) —x|=Dp(x)—x<107"
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Démonstration

[10"x] <10"x < [10"x]+1 donc VneNN, d,(x) <x<D,(x).
De plus, 10]10"x] <10"*!'x donc 10[10"x] < |10"*1x| donc d;, < dy+1.
——
(VA
De méme, 10" 1x < 10110"x] + 10 donne D, < D,,.
Comme D, (x)—d,(x), on a bien |d,(x)—x|=x—-d,(x) <107" et |D,(x) - x| =D, (x)—x <107, O

Remarque

On en déduit en particulier que d,(x) +

x~ et D,(x) x*.

n—+oo n—+oo

4 Densité de Q et R\ ()

Définition : Densité

Une partie A de R est dite dense dans R lorsque pour tout x,y € R tel que x <y,
AN]x, y[#£ 9.

Propriété : Densité de Q et R\ Q)

Q et R\ Q sont denses dans R.

Entre deux réels donnés, on peut toujours trouver un rationnel et un irrationnel.

Démonstration

« Commencons par Q. Soient x,ye R avec x< y.
(Ajouter un dessin : si on trouve g tel que 1/¢ soit suffisamment petit, p/q tombera entre
xety)

S 2 1 . .
* Premiere méthode : y— x>0, on peut frouver g € IN tel que 0 < 5 < y-—x, il suffit pour

cela que g >

1 1 .
. q= L J +1 convient.
-X y—x
On cherche alors p e Z tel que x < s <yie gx<p<qy:posons p=|gx|+1.

. 1
On a dlors bien gx<p < gx+1. Donc x<§<x+g<y.

* Deuxieme méthode : On aurait pu prendre un développement décimal par ex-
ces de x suffisamment poussé pour étre entre x et y, c'est-a-dire avec n tel que
107" < y—x soit n> —log(y — x). inclusion

Probleme : définition du log a ce stade ¢

o . . . 1
Il suffit sinon de dire que si ce n'était pas le cas, alors pour tout n, 10" < ﬂ et
comme tout entier est plus petit qu’'une puissance de 10, Z serait majoré, ce qui est

conftradictoire.

Alors x<D,(x) < x+107" < y.
e POUrR\Q, onsaitquesireQ, r+v2eR\Q.
Or on peut trouver re Q tel que x—v2<r<y—-v2soit x<r+v2<y.
Ainsi r+v2¢€ R\QN]x, yl. O
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5 Caractérisation des intervalles

Définition : Convexe

Une partie C de R est dite convexe lorsque
Vx,yeClx<y [xylcC.

Propriété : Caractérisation des intervalles

Les intervalles de R sont les convexes de R.

Démonstration

On vérifie facilement que les intervalles sont convexes.
Réciproquement, si I intervalle.
Soit il est vide et il est bien convexe.
Soit il est non vide et on a xpe I. Notons G={xel | x<xp} et D={x€eI| x> xo}. Comme C est
convexe, G et D le sont aussi.
Occupons-nous de D. C'est une partie non vide de R.
« Soit elle est majorée et elle admet un sup que I'on note b =sup D. Alors D < [xg, b].

x Sibe D, par convexité de C donc de D, [xy,b] < D donc

* Sib¢ D, Dc[xg,bl. REciproquement, si y € [xy, bl, par caractérisation du sup on a xe D
tel que y < x et alors y € [xo, x] € D par convexité. Donc [xo, blc D et
« Soit elle n'est pas majorée, alors D < [xg, +ool. Réciproquement, si y € [xg, +oo[, cOmme
y ne majore pas D, on d x€ D tel que y < x et alors y € [xy, x] € D par convexité. Donc
Ainsi D € {[xg, b, [xo, b, [xg, +o0l}.
On prouve de méme que Ge {la, xyl, [a, Xo],] — 00, Xol} OU a =infG lorsqu’il existe.
Dans tous les cas, I =Gu D est bien un intervalle. O

é Droite numérique achevée

Définition : Droite numérique achevée

On appelle droite numérique achevée I'ensemble R = R U {+o0}.

On étend alors les lois + et x & R sauf en cas d’incompatibilité ainsi que I’ordre total < :

x -0 yeR* 0 yeR] +oo
- —©° yeR oo -0 |+o0 400 ? -0 @ —o©
T T T ¢ xeR! |+c0 xy 0 xy -o0
xeR | -c0o x+y 400 0 ? 0 0 0 2
oo ¢ foo Feo xeR;|-0c0 xy 0 xy +o0
VxeR, —oc0o< X< 400 +00 -0 -—oo ? +00 400
Remarques
R1- Ily a quatre types d’'intervalles dans R : si @, be R tels que a< b, [a,b], |a b|, [a b, |a,b].

R2 — Toute partie non vide de R admet une borne supérieure et une borne inférieure dans R
(éventuellement infinie).
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