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VneN, up+1 =au, +b

On dit que u est une suite récurrente linéaire d’ordre 1 a
ceefficients constants.

Suites

1 Suites arithmético-
géométriques

e de la limite

entes









On a alors respectivement
(i) VneN, wu, = uo+ nb.
(i) Vn eN, wu, = uoa™.
(iii) Si u est solution particuliere, les solutions sont les v = v + @ ou v

est solutionde (H) Vn € N, v,41 = av,, équation homogene
associée.
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SivVn €N, upte = aunt+1 + bu, avec a,b € K, (E) r? = ar + b avec
(a,b) # (0,0).
» Soit (F) admet deux solutions distinctes r1 et r, dans K, alors les
solutions sont les suites pour lesquelles on a A, B € K tels que

VneN, u, = Arf + Bry.

» Soit (E) admet une unique solution (double) r dans K, alors les
solutions sont les suites pour lesquelles on a A, B € K tels que

VneN, u, =(A+nB)r".
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SiVn €N, upio = auny1 + bu, avec a,b € K, (F) r? = ar + b avec
(a,b) # (0,0).
» Soit (F) admet deux solutions distinctes r1 et r, dans K, alors les
solutions sont les suites pour lesquelles on a A, B € K tels que

VneN, u, = Arf + Bry.

» Soit (E) admet une unique solution (double) r dans K, alors les 2 Polton o récurence
. . linéaire d'ordre 2
solutions sont les suites pour lesquelles on a A, B € K tels que

VneN, u, =(A+nB)r".

» Soit (E) n'admet pas de solution dans KK, c’est-a-dire K = R et
(E) admet deux solutions complexes conjuguées pe™* avec
p>0eth e R\ nZ. Alors les solutions sont les suites pour
lesquelleson a A, B € R tels que

Vn €N, u, = (Acos(nf) + Bsin(nd))p"

c’est-a-dire pour lesquelles on a K, ¢ € R tels que

VneN, u, =K cos(nf+ p)p".
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On dit que (ux)» converge vers ¢ € R si et seulement si
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ce qui est strictement équivalent a

Ve>0, ANEN, Vo= N, |un—{ <e

On note alors u,, — £.

Suites

1 Suites

2 Variatio
réelles

1 Suites arithmético
sométriques

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

1. Suites convergentes

Définition : Suite convergente

SOIt (’Ltn)ne]N & RIN. 1 Suites
On dit que (ux)» converge vers ¢ € R si et seulement si

Ve>0, INeN, Vn>=N, |u,—¥{<e

ce qui est strictement équivalent a

Ve>0, ANEN, Vo= N, |un—{ <e

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
On note alors u,, — /.
Lorsqu’un tel ¢ existe, la suite (u,,) est dite convergente. Sinon, elle

est divergente.

1 Définition

2 Propriétés



Suites

1. Suites convergentes

Définition : Suite convergente

S0it (tn)nen € RN.
On dit que (ux)» converge vers ¢ € R si et seulement si

Ve>0, INeN, Vn>=N, |u,—¥{<e

ce qui est strictement équivalent a

Ve>0, AINEN, Vn> N, |un—€ <e
1 Suites convergentes

2 Limites infinies

On note alors u,, — /.
Lorsqu’un tel ¢ existe, la suite (u,,) est dite convergente. Sinon, elle
est divergente.

Propriété :

1 Théoréme de la limite

(i) un > <= up — 0 — 0 <= |u, — {| = 0.

1 Définition



Suites

1. Suites convergentes

Définition : Suite convergente

S0it (tn)nen € RN.
On dit que (ux)» converge vers ¢ € R si et seulement si

Ve>0, INeN, Vn>=N, |u,—¥{<e

ce qui est strictement équivalent a

Ve>0, AINEN, Vn> N, |un—€ <e
1 Suites convergentes

2 Limites infinies

On note alors u,, — /.
Lorsqu’un tel ¢ existe, la suite (u,,) est dite convergente. Sinon, elle
est divergente.

Propriété :

1 Théoréme de la limite

(i) un > €<= un — € — 0<= |un — £ — 0.
(i) Siv, >0etVneNN, |u,—{| < v, alors u, — £.

1 Définition



Suites

1. Suites convergentes

Définition : Suite convergente

SOIt (Un)ne]N € RIN. 1 Suites
On dit que (u.)» converge vers ¢ € R si et seulement si 2 Varitons ds suios

Ve>0, INeN, Vn>=N, |u,—¥{<e

ce qui est strictement équivalent a

Ve>0, AINEN, Vn> N, |un—€ <e
1 Suites convergentes

2 Limites infinies

On note alors u, — .
Lorsqu’un tel ¢ existe, la suite (u,) est dite convergente. Sinon, elle P
est divergente. im

3 Limites et ordre

Propriété :

1 Théoréme de la limite
monotone

(i) un > <= up — 0 — 0 <= |u, — {| = 0.
(i) Siv, >0etVneNN, |u,—{| < v, alors u, — £.
(iii) Siw, — ¢, alors |u,| — |£].



Suites

1. Suites convergentes

Définition : Suite convergente

SOIt (Un)ne]N € RIN. 1 Suites
On dit que (u.)» converge vers ¢ € R si et seulement si 2 Varitons ds suios

Ve>0, INeN, Vn>=N, |u,—¥{<e

ce qui est strictement équivalent a

Ve>0, AINEN, Vn> N, |un—€ <e
1 Suites convergentes

2 Limites infinies

On note alors u, — .
Lorsqu’un tel ¢ existe, la suite (u,) est dite convergente. Sinon, elle P
est divergente. im

3 Limites et ordre

Propriété :

1 Théoréme de la limite
monotone

(i) un > <= up — 0 — 0 <= |u, — {| = 0.
(i) Siv, >0etVneNN, |u,—{| < v, alors u, — £.
(iii) Siw, — ¢, alors |u,| — |£].



Si u converge vers ¢ € R, ¢ est unique appelé limite de w.
On note alors (et seulement si la convergence est démontrée)
{ = lim u,,.

théoréme de
Bolzano-
Weierstra

1 Définition

2 Propriétés



Propriété : Unicité de la limite
Si u converge vers ¢ € R, ¢ est unique appelé limite de w.

On note alors (et seulement si la convergence est démontrée)
¢ = limu,.
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Propriété : Unicité de la limite
Si u converge vers ¢ € R, ¢ est unique appelé limite de w.

On note alors (et seulement si la convergence est démontrée)
¢ = limu,.

Propriété : Caractére borné d’une suite convergente

Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético
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Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre
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1 Définition

2 Propriétés



Suites

1 Suites

Propriété : Unicité de la limite 2 Variations des ses

réelles

Si u converge vers ¢ € R, ¢ est unique appelé limite de w.
On note alors (et seulement si la convergence est démontrée)
¢ = limu,.

Propriété : Caractére borné d’une suite convergente

1 Suites convergentes

Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse. BTG

ordre

ation irles

Corollaire :
Une suite non bornée diverge.

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Limites infinies

Définition : Limite infinie

1 Suites

» On dit que (un). € RY diverge vers +co lorsque e

VAeR, AINeN, Vn>N, u, =2 A

1 Suites arithmético

ou de maniére équivalente 2

VA>0, ANEN, Vn> N, u, > A
1 Suites convergentes
On note alors u,, — o0 ou lim u,, = +o0. 2 Limites infinies
3 Limites et ordre

4 Opé les

imit

de Ia limite

1 Définition

2 Propriétés



2. Limites infinies

Définition : Limite infinie
» On dit que (un). € RY diverge vers +co lorsque
VAeR, INeN, Vn>N, u, > A
ou de maniére équivalente
VA>0, 3INeN, Vn> N, u, > A

On note alors u,, — +oo ou lim u,, = +oco.
» On dit que (u,). € RY diverge vers —co lorsque

VBeR, INeN, Vn>N, u,<B
ou de maniere équivalente
VB0, aNeN, Vn> N, u, < B

On note alors u,, — —oo ou lim u,, = —oo.

Suites

1 Suites

suites

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

1 Définition

2 Propriétés



3. Limites et ordre Suites

1 Suites

Propriété : Passage des inégalités a la limite NP TTDeD
réelles

Siu,ve RNtellesque u — £ € Retv — ¢ € R et si a partir d'un
certain rang u, < vn, alors £ < 7.

1 Suites arithmético-
géométriques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies

3 Limites et ordre

usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

3. Limites et ordre

1 Suites

Propriété : Passage des inégalités a la limite AR

réelles

Siu,v € RNtellesque u — £ € Retv — £ € R et si a partir d'un
certain rang u,, < vy, alors £ < ¢'. Si on suppose a partir d’'un certain e
rang u, < vn, I'inégalité devient large a la limite : ¢ < ¢'. s

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

1 Théoréme de la limite
monoton
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Suites

3. Limites et ordre

1 Suites

Propriété : Passage des inégalités a la limite .

réelles

Siu,v € RNtellesque u — £ € Retv — £ € R et si a partir d'un
certain rang u,, < vy, alors £ < ¢'. Si on suppose a partir d’'un certain e
rang u, < vn, I'inégalité devient large a la limite : ¢ < ¢'. e

2 Relation d
inéaire

Propriété :

1 Suites convergentes

Siu e R tel que u, — £ € Reta € R, alors 2 Linies infnies

3 Limites et ordre

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



3. Limites et ordre

Propriété : Passage des inégalités a la limite

Siu,v € RNtellesque u — £ € Retv — £ € R et si a partir d'un
certain rang u, < vn, alors £ < ¢'. Si on suppose a partir d’un certain
rang u, < vn, I'inégalité devient large a la limite : ¢ < ¢'.

Propriété :
Siu € RN tel que u, — ¢ € Reta € R, alors
» Si ¢ > a, apartir d'un certain rang u, > a.
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1 Suites
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2 Limites infinies
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monotone
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3. Limites et ordre

Propriété : Passage des inégalités a la limite

Siu,v € RNtellesque u — £ € Retv — £ € R et si a partir d'un
certain rang u, < vn, alors £ < ¢'. Si on suppose a partir d’un certain
rang u, < vn, I'inégalité devient large a la limite : ¢ < ¢'.

Propriété :

Siu € RN tel que u, — ¢ € Reta € R, alors
» Si ¢ > a, apartir d'un certain rang u, > a.
» Si/ < a, apartir d’'un certain rang u,, < a.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes
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2 Propriétés



3. Limites et ordre

Propriété : Passage des inégalités a la limite

Siu,v € RNtellesque u — £ € Retv — £ € R et si a partir d'un
certain rang u, < vn, alors £ < ¢'. Si on suppose a partir d’un certain
rang u, < vn, I'inégalité devient large a la limite : ¢ < ¢'.

Propriété :

Siu € RN tel que u, — ¢ € Reta € R, alors
» Si ¢ > a, apartir d'un certain rang u, > a.
» Si/ < a, apartir d’'un certain rang u,, < a.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition
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3. Limites et ordre

Propriété : Passage des inégalités a la limite

Siu,v € RN tellesque u — £ € Retv — £ € R et si a partir d’'un
certain rang u, < vn, alors £ < ¢'. Si on suppose a partir d’un certain
rang u, < vn, I'inégalité devient large a la limite : ¢ < ¢'.

Propriété :

Siu € RN tel que u, — ¢ € Reta € R, alors
» Si ¢ > a, apartir d'un certain rang u, > a.
» Si/ < a, apartir d’'un certain rang u,, < a.

Corollaire :
Si u, — £ > 0, alors a partir d’un certain rang u,, > 0.
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2 Variations des suites
réelles

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre
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(i) Siu,v,we RN etleRtels que
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(i) Siu,v,we RN etleRtels que
> v—/

1 Théoreme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

V Suites extraites,
théoréme de
Bolzano-
Weierstra

1 Définition

2 Propriétés



(i) Siu,v,we RN etleRtels que
> v—/
> w— 4

1 Théoreme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

V Suites extraites,
théoréme de
Bolzano-
Weierstra

1 Définition

2 Propriétés



Suites

Théoréme : Limite par encadrement —
. . Variations des suites
(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que * eoes ‘
> v — 4
> w— 4 1 Suites arithmético-
> a partir d’'un certain rang, v, < un < wn, géométiques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre

4 Opérations sur les

limites
5 Comparaison des suites
usuelle:

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

Théoréme : Limite par encadrement —
. . Variations des suites
(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que * eoes ‘
> v — 4
> w— 4 1 Suites arithmético-
> a partir d’'un certain rang, v, < un < wn, géométiques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre

4 Opérations sur les

limites
5 Comparaison des suites
usuelle:

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition
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Suites

Théoréme : Limite par encadrement 1 Suies

2 Variations des suites

(i) Siu,v,we RN etleRtels que roas

> v — /L
> w— @ i 1 Suites arithmético-
> & partir d’'un certain rang, v, < un < wn géomeriques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

alors u — /.
1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre
4 Opérations sur les
limites

5 Comps
usuelle:

ison des suites

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Théoréme : Limite par encadrement

(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que
> v — L
> w— /4
» a partir d’'un certain rang, v, < un < wy
alors u — £.
(i) Siwu,v e RN telles que

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético-
géométriques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre
4 Opérations sur les
limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

Théoréme : Limite par encadrement 1 sutes

2 Variations des suites

(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que s

> v — /L
> 1‘1/ — @ ) 1 Suites arithmético-
» a partir d’'un certain rang, v, < un < Wy icimcm:‘.cs
2 Relation de récurrence
alors u — /. linéaire d'ordre 2
(i) Siu,v € R" telles que
> v —= +oo 1 Suites convergentes

2 Limites infinies
3 Limites et ordre
4 Opérations sur les

limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Théoréme : Limite par encadrement

(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que
> v — 4
> w— /4
» a partir d’'un certain rang, v, < un < wy
alors u — ¢.
(i) Siu,v € R" telles que
> v — +o0
> a partir d'un certain rang, u, > vn,
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Théoréme : Limite par encadrement

(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que
> v — 4
> w— /4
» a partir d’'un certain rang, v, < un < wy
alors u — ¢.
(i) Siu,v € R" telles que
> v — +o0
> a partir d'un certain rang, u, > vn,
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1 Suites

2 Variations des suites
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1 Suites arithmético-
géométriques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre
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limites
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Théoréme : Limite par encadrement

(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que
> v — 4
> w— /4
» a partir d’'un certain rang, v, < un < wy
alors u — ¢.
(i) Siu,v € R" telles que
> v — +o0
> a partir d'un certain rang, u, > vn,

alors u — +oo.
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1 Suites

2 Variations des suites
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1 Suites arithmético-
géométriques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
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4 Opérations sur les
limites

5 Comparaison des suites
usuelles
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monotone
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1 Définition

2 Propriétés



Théoréme : Limite par encadrement

(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que
> v — L
> w— /4
» a partir d’'un certain rang, v, < un < wy
alors u — ¢.
(i) Siu,v € R" telles que
> v — +o0
> a partir d'un certain rang, u, > vn,
alors u — +o0.
(i) Siu,w € RN telles que

Suites

1 Suites

2 Variations
réelles

1 Suites arithmético
géomeétriques

2 Relation de re
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
Limites et ordre

4 Opérations sur les
imites

5 Comparaison des suites

usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes
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2 Propriétés



Théoréme : Limite par encadrement

(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que
> v — 4
> w— /4
» a partir d’'un certain rang, v, < un < wy
alors u — ¢.
(i) Siu,v € R" telles que
> v — +o0
> a partir d'un certain rang, u, > vn,
alors u — +o0.
(i) Siu,w € RN telles que
> w— —oo

Suites

1 Suites

2 Variations
réelles

1 Suites arithmético
géomeétriques

2 Relation de re
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
Limites et ordre

4 Opérations sur les
imites

5 Comparaison des suites

usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

Théoréme : Limite par encadrement

. . 2 Variations
(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que réeles
> v — L
> w— 4 1 Suites arithmético
» a partir d’'un certain rang, v, < un < wy 7 icim'cm?im
alors u — e inéaire d'ordre 2
(i) Siu,v € R" telles que
1 Suites convergentes
> v — +o0

2 Limites infinies

> a partir d'un certain rang, u, > vn,
alors u — +o0.
(i) Siu,w € RN telles que g el

5 Comparaisor
> w— —0o0 ’ usuelles
» a partir d’'un certain rang, u, < wy

3 Limites et ordre

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés

os suites



Suites

Théoréme : Limite par encadrement

. . 2 Variations
(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que réeles
> v — L
> w— 4 1 Suites arithmético
» a partir d’'un certain rang, v, < un < wy 7 icim'cm?im
alors u — e inéaire d'ordre 2
(i) Siu,v € R" telles que
1 Suites convergentes
> v — +o0

2 Limites infinies

> a partir d'un certain rang, u, > vn,
alors u — +o0.
(i) Siu,w € RN telles que g el

5 Comparaisor
> w— —0o0 ’ usuelles
» a partir d’'un certain rang, u, < wy

3 Limites et ordre

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés

os suites



Suites

Théoréme : Limite par encadrement

(i) Siu,v,we RN et’ e R tels que e
> v — /L
> L Z 1 Suites arithmético
» apartir d'un certain rang, v, < up < wp | gonariges
alors u — /. inéaire d'ordre 2
(i) Siu,v € R" telles que
> v — -‘rOO 1 Suites convergentes

2 Limites infinies

> a partir d'un certain rang, u, > vn,
alors u — +o0.

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les

(i) Siu,w € RN telles que e
> w 4) — 00 5 ?:U!T:;I”Sm es suites
» a partir d’'un certain rang, u, < wy
alors u — —oo. 1 Théoréme de la lmite

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



4. Opérations sur les limites

Soient u, v € RY.
(i) SiAeRetu, — £eR,alors Au, — \.

(i) Siwu — 0 etwv bornée, alors uv — 0.
(iii) Siu — +o0 et v minorée, u + v — +oo.

V  Suites extraites,
théoréme de
Bolzano-
Weierstra3

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Opérations sur les limites

1 Suites

Propriété : 2 Variaons des sutes

réelles
Soient u, v € RY.
(i) SiX € Retu, —£€R,alors Au, — \. e

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre
4 Opérations sur les
limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



4. Opérations sur les limites

Propriété :

Soient u, v € RY.
(i) SiX € Retu, —£€R,alors Au, — \.
(i) Siu — 0 etwv bornée, alors uv — 0.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético-
géométriques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre
4 Opérations sur les
limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Opérations sur les limites

1 Suites

Propriété : 2 Varttors des sutes

réelles
Soient u, v € RY.
() SiA€Retun, — £ € R, alors Mu, — .

2 Relation de récurrence

(i) Siu — 0 etwv bornée, alors uv — 0. inéaire dorcro 2
(iii) Si u — +o0 et v minorée, u + v — +oo.
1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre
4 Opérations sur les
limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Opérations sur les limites

1 Suites

Propriété : 2 Varttors des sutes

réelles
Soient u, v € RY.
() SiA€Retun, — £ € R, alors Mu, — .

2 Relation de récurrence

(i) Siu — 0 etwv bornée, alors uv — 0. inéaire dorcro 2
(iii) Si u — +o0 et v minorée, u + v — +oo.
1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre
4 Opérations sur les
limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Opérations sur les limites

1 Suites

Propriété : 2 Varic

réelles

Soient u, v € RY.
(i) SiAeRetu, —£eR,alors Adu, — M. S
2 Relation d cur

(ii) Siu — 0 etw bornée, alors uv — 0. inéairo
(iii) Si u — +o0 et v minorée, u + v — +oo.

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
Propriété : 3 Linites et orcre
4 Opérations sur les

Siu—f € Retv — > € R, A € R, alors lorsque ces opérations i

5 Comparaison des suites

sont bien définies, piferes

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Opérations sur les limites

1 Suites
Propriété : o
Soient u,v € RY.
(i) SiAeRetu, —£eR,alors Adu, — M. S
2 Relation d cur

(ii) Siu — 0 etw bornée, alors uv — 0. inéairo
(iii) Si u — +o0 et v minorée, u + v — +oo.

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

Propriété : 3 Limites st
Siu— ¢ cRetv— lr € R, \ € R, alors lorsque ces opérations b
Sont bien définies7 5 ?:";‘Hev.’{:;mfi(?\‘ des suites

> u+v— b+ Lo

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Opérations sur les limites

1 Suites
Propriété : o
Soient u,v € RY.
(i) SiAeRetu, —£eR,alors Adu, — M. S
2 Relation d cur

(ii) Siu — 0 etw bornée, alors uv — 0. inéairo
(iii) Si u — +o0 et v minorée, u + v — +oo.

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

Propriété : 3 Limites st
Siu—f € Retv— £z € R, A € R, alors lorsque ces opérations * e
sont bien définies, 5 Comparaon des s
> utv—l+4s
> uw > biby

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



» Siu, — ¢ R, alors a partir d’'un certain rang, u,, # 0 et
1 si ¢ finie
sinon

o =

Un,

Si u, — 0 et a partir d'un certain rang u,, > 0, alors — — +oc.

Si u,, — 0 et a partir d'un certain rang u,, > 0, alors — — —oc.

monotone
2 Suites adjacentes

V  Suites extraites,
théoréme de
Bolzano-
Weierstra3

1 Définition

2 Propriétés



Suites

1 Suites

Propriété : 2 Varttors des sutes

réelles

» Siu, — ¢ R, alors a partir d’'un certain rang, u,, # 0 et
—  si/finie 2 Relation de récurrence
—_— = Y4 linéaire d'ordre 2

Un 0 sinon

1 Suites arithmético-
géométriques

1 Suites convergentes

. N . . 1
» Siu, — 0 et a partir d’'un certain rang u,, > 0, alors — — +oco. 2 Limites infines

n
3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
limites
5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Propriété :

>

Siu, — £ € R", alors & partir d'un certain rang, w, # 0 et
— si/finie

_— E

Un 0  sinon

. N N . 1
Si u, — 0 et a partir d’'un certain rang u,, > 0, alors — — +o0.

n

. N N . 1
Si u, — 0 et a partir d’'un certain rang u,, > 0, alors — — —oco.

Un

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético
géométriqu

2 Relation de
linéaire d'or

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre
Opérations sur les
limites.

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

1 Suites

Soit qc R. 2 Variations d

réelles

1 Suites arithmético-
géométriques

2 Relation de
linéaire d'ordre 2

currence

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
limites

5  Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

1 Suites

Soit qc R. 2 Variations d

réelles

» Sig=1,q" — 1.

1 Suites arithmético-
géométriques

2 Relation de
linéaire d'ordre 2

currence

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
limites

5  Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques
Soit ¢ € R.

» Sig=1,q" — 1.

» Silq| <1,4¢" — 0.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético-
géométriqu

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
limites

Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

1 Suites

SOIt q € R. 2 Variatic
réelles
» Sig=1,q" — 1.

» Si |q| <1, q" — 0. 1 Suites arithmético

géomeétriques

> Si q > 1, q” — +00. 2 Relation de récurrence

linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies

3 Limites

ordre

4 Opérations sur les
imites

5  Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

1 Suites
Soit q € R. 2 Variations des suites
réelles
» Sig=1,q" — 1.
> Si |q| < 1’ qn % O' 1 Suites arithmético
géométriques

St e o
» Sig < —1, (¢") n'a pas de limite.

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
imites
5  Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

1 Suites
Soit q € R. 2 Variations des suites
réelles
» Sig=1,q" — 1.
> Si |q| < 1’ qn % O' 1 Suites arithmético
géométriques

St e o
» Sig < —1, (¢") n'a pas de limite.

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
imites
5  Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

1 Suites

Soit qc R. 2 Variations des suites

réelles

» Sig=1,q" — 1.
» Silg| <1, ¢" — 0.

» Sig>1,q¢" — +oo.

» Sig < —1, (¢") n'a pas de limite.
Si ¢ < —1, la suite n’est ni majorée, ni minorée. S —

2 Limites infinies

ordre

4 Opérations sur les
imites
5  Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

1 Suites

Soit ¢ € R.
» Sig=1,q" — 1.
» Silg| <1, ¢" — 0.
» Sig>1,q¢" — +oo.

» Sig < —1, (¢") n'a pas de limite.
Si g < —1, la suite n’est ni majorée, ni minorée.

Propriété : Critere de d’Alembert

Soit u une suite réelle a termes strictement positifs.

Un+1

On suppose que ”

— e R U{+c0}.

inéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

5  Comparaison des suites
usuelles

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

1 Suites

Soit ¢ € R.
» Sig=1,q" — 1.
» Silg| <1, ¢" — 0.
» Sig>1,q¢" — +oo.

» Sig < —1, (¢") n'a pas de limite.
Si g < —1, la suite n’est ni majorée, ni minorée.

Propriété : Critere de d’Alembert

Soit u une suite réelle a termes strictement positifs.

Un+1
Un
» Si¢ < 1, alors u, — 0,

On suppose que — e R U{+c0}.

inéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

5  Comparaison des suites
usuelles

1 Définition

2 Propriétés



Suites

4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

1 Suites

Soit ¢ € R.
» Sig=1,q" — 1.
» Silg| <1, ¢" — 0.
» Sig>1,q¢" — +oo.

» Sig < —1, (¢") n'a pas de limite.
Si g < —1, la suite n’est ni majorée, ni minorée.

Propriété : Critere de d’Alembert

Soit u une suite réelle a termes strictement positifs.

Un+1
Un
» Si¢ < 1, alors u, — 0,

On suppose que — e R U{+c0}.

» Si¢ > 1, alors u, — +oo.

inéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

5  Comparaison des suites
usuelles

1 Définition

2 Propriétés



4. Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

Soit ¢ € R.
» Sig=1,q" — 1.
» Silg| <1, ¢" — 0.
» Sig>1,q¢" — +oo.

» Sig < —1, (¢") n'a pas de limite.
Si g < —1, la suite n’est ni majorée, ni minorée.

Propriété : Critere de d’Alembert

Soit u une suite réelle a termes strictement positifs.

On suppose que uZ“ — ¢ e R U{+00}.

» Si¢ < 1, alors u, — 0,

» Si/ > 1, alors u, — +oco.
» Si/ =1, c’est le cas douteux : on ne peut rien conclure.

Suites

ation
inéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

5  Comparaison des suites
usuelles

e la limite

1 Définition



Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

Propriété : Croissances comparées

1 Suites arithmético-
géométriques

Soient a, 8 > 0, ¢ > 1. 2 Relation de récurrence

linéaire d'ordre 2

I’ n < n® < ¢" < nl <n”
1 Suites convergentes
ol u < v signifie % — 0 et on dit alors que u est négligeable devant 2 Linies infries
v. 3 Limites et ordre
4 Opérations sur les
limites

5  Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Plan . . -
1 Suites

2 Variations des suites réelles
Il Des suites particulieres

1 Suites arithmético-géométriques
2 Relation de récurrence linéaire d’ordre 2
Il Limite d’'une suite réelle
Suites convergentes
Limites infinies
Limites et ordre
Opérations sur les limites
Comparaison des suites usuelles
IV Les suites monotones
1 Théoréme de la limite monotone

2 Suites adjacentes
V  Suites extraites, théoréme de Bolzano-Weierstral3

g wnNn =

1 Définition
2 Propriétés

3 Théoréme de Bolzano-Weierstraf3
VI Critéres séquentiels

1 Caractérisation séquentielle des bornes inférieure et supérieure

2 Caractérisation séquentielle de la densité
VIl Extension aux suites complexes

théoréme de
Bolzano-
Weierstra

1 Définition

2 Propriétés



Suites

1. Théoréme de la limite monotone

1 Suites

2 Variations des suites

Théoreme : Théoreme de la limite monotone e
Soit u € RY une suite croissante (respectivement décroissante).

1 Suites arithmético
géométriqu

2 Relation de
linéaire d'or

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
imites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



1. Théoréme de la limite monotone

Théoreme : Théoreme de la limite monotone
Soit u € RY une suite croissante (respectivement décroissante).

(i) Siwu est majorée (respectivement minorée) alors u converge vers

sup u,, (respectivement inf u,,).
neN nelN

Suites

1 Suites

2 Variations d
réelles

1 Suites arithmético

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre
4 Opé

imit

5

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



1. Théoréme de la limite monotone

Théoreme : Théoreme de la limite monotone
Soit u € RY une suite croissante (respectivement décroissante).

(i) Siwu est majorée (respectivement minorée) alors u converge vers

sup u,, (respectivement inf u,,).
neN nelN

(ii) Siu n’est pas majorée (resp. minorée), alors v — +o0o
(respectivement u — —o0).

Suites

1 Suites

suites

2 Variations des
réelles

1 Suites arithmético

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



1. Théoréme de la limite monotone

Théoreme : Théoreme de la limite monotone
Soit u € RY une suite croissante (respectivement décroissante).

(i) Siu est majorée (respectivement minorée) alors « converge vers

sup u,, (respectivement inf u,,).
neN nelN

(ii) Siu n’est pas majorée (resp. minorée), alors v — +o0o
(respectivement u — —o0).

Corollaire :

Si u est une suite croissante majorée (respectivement décroissante
minorée), alors Vn € IN, u, < limu (respectivement u,, > lim u).

Suites

1 Suites

suites

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



1. Théoréme de la limite monotone

Théoreme : Théoreme de la limite monotone
Soit u € RY une suite croissante (respectivement décroissante).

(i) Siu est majorée (respectivement minorée) alors « converge vers

sup u,, (respectivement inf u,,).
neN nelN

(ii) Siu n’est pas majorée (resp. minorée), alors v — +o0o
(respectivement u — —o0).

Corollaire :

Si u est une suite croissante majorée (respectivement décroissante
minorée), alors Vn € IN, u, < limu (respectivement u,, > lim u).
De plus, les inégalités sont strictes en cas de stricte monotonie.

Suites

1 Suites

suites

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Suites adjacentes

1 Suites

Définition : Suites adjacentes AT DEmeED

réelles

Soient u, v € RY. u et v sont adjacentes si

1 Suites arithmético-
géométriques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre

4 Opérations sur les

limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Suites adjacentes

1 Suites

Définition : Suites adjacentes AT

réelles

Soient u,v € RY. u et v sont adjacentes si
» u est croissante, 1 Suites arithmético-

géométriques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Suites adjacentes

1 Suites

Définition : Suites adjacentes AT

réelles

Soient u,v € RY. u et v sont adjacentes si
» u est croissante, 1 Suites arithmético

géométriqu

» v est décroissante, 2 Raionce

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
imites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Suites adjacentes

1 Suites

Définition : Suites adjacentes AT

réelles

Soient u,v € RY. u et v sont adjacentes si
» u est croissante, 1 Suites arithmético

géométriqu

» v est décroissante, 2 Raionce

» v —u— 0.
1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre
4 Opérations sur les
imites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Suites adjacentes

1 Suites

Définition : Suites adjacentes AT

réelles

Soient u,v € RY. u et v sont adjacentes si
» u est croissante, 1 Suites arithmético

géométriqu

» v est décroissante, 2 Raionce

» v —u— 0.
1 Suites convergentes
2 Limites infinies
3 Limites et ordre
4 Opérations sur les
imites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Suites adjacentes

1 Suites
Définition : Suites adjacentes AT
réelles
Soient u,v € RY. u et v sont adjacentes si
» u est croissante, 1 Suios armétco

» v est décroissante,
» v—u— 0.

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

Propriété :

3 Limites et ordre

Si u, v sont adjacentes avec u croissantes, alors u et v convergent
vers une méme limite £ € R et

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Suites adjacentes

1 Suites
Définition : Suites adjacentes AT
réelles
Soient u,v € RY. u et v sont adjacentes si
» u est croissante, 1 Suios armétco

» v est décroissante,
» v—u— 0.

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

Propriété :

3 Limites et ordre

Si u, v sont adjacentes avec u croissantes, alors u et v convergent
vers une méme limite £ € R et

VneN, u, << vn,

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Suites adjacentes

1 Suites

Définition : Suites adjacentes 2 Varistio

réelles

Soient u,v € RY. u et v sont adjacentes si
» 1 est croissante,
» v est décroissante,

» v —u— 0.

Propriété :

3 Limites et ordre

Si u, v sont adjacentes avec u croissantes, alors u et v convergent
vers une méme limite £ € R et

VneN, u, << vy,

les inégalités étant strictes si u et v ont strictement monotones.

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Suites adjacentes

1 Suites

Définition : Suites adjacentes 2 Varistio

réelles

Soient u,v € RY. u et v sont adjacentes si
» 1 est croissante,
» v est décroissante,

» v —u— 0.

Propriété :

3 Limites et ordre

Si u, v sont adjacentes avec u croissantes, alors u et v convergent
vers une méme limite £ € R et

VneN, u, << vy,

les inégalités étant strictes si u et v ont strictement monotones.

1 Définition

2 Propriétés



Suites

Plan

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

V Suites extraites, théoréme de Bolzano-Weierstrai3
1 Définition
2 Propriétés
3 Théoréme de Bolzano-Weierstral3

V Suites extraites,
théoréme de
Bolzano-
Weierstra

1 Définition

2 Propriétés



1. Définition




Suites

1. Définition

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

Définition : Suite extraite 1 Suitas armético

géométriqu

2 Relation de

Soit u € R". On appelle suite extraite ou sous-suite de v toute suite inéaie do
v € RN telle qu'il existe  : IN — IN strictement croissante telle que

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
imites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

1. Définition

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

Définition : Suite extraite 1 Suitas armético

géométriqu

2 Relation de

Soit u € R". On appelle suite extraite ou sous-suite de v toute suite inéaie do
v € RN telle qu'il existe  : IN — IN strictement croissante telle que

1 Suites convergentes
Vn €N, vn =t
3 Limites et ordre
4 Opérations sur les
limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



1. Définition

Définition : Suite extraite

Soit v € RY. On appelle suite extraite ou sous-suite de u toute suite
v € RN telle qu'il existe  : IN — IN strictement croissante telle que

Vn €N, vn = Ugyn)-

o est appelée extractrice.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético
géomeétriques

2 Relation
inéaire

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

1 Théoréme de la limite
monoton

2 Suites adjacentes

Définition

2 Propriétés



2. Propriétés

Si ¢ est une extractrice, alors Vn € IN, ¢(n) > n.

(if) Toute suite d’une suite extraite d’une suite u est une suite extraite
de w.

(iiiy Siw — £ € R, toute suite extraite de u tend vers £.

(iv) Réciproquement, si uz, — £ et us, 11 — £ avec £ € R, alors
u — L.

V Suites extraites,
théoréme de
Bolzano-
Weierstra

1 Définition

2 Propriétés



2. Propriétés

Lemme :

Si ¢ est une extractrice, alors Vn € IN, ¢(n) > n.

Propriété :

(i) Toute suite extraite d’une suite (strictement) croissante,
(strictement) décroissante, majorée, minorée, bornée, constante,
stationnaire I'est encore.

Suites

1 Suites

2 Variations d
réelles

1 Suites arithmético

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opé
imit

de Ia limite

1 Définition

2 Propriétés



2. Propriétés

Lemme :
Si ¢ est une extractrice, alors Vn € IN, ¢(n) > n.

Propriété :

(i) Toute suite extraite d’une suite (strictement) croissante,
(strictement) décroissante, majorée, minorée, bornée, constante,
stationnaire I'est encore.

(i) Toute suite d'une suite extraite d’'une suite u est une suite extraite
de u.

Suites

1 Suites

2 Variatio

réelles

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Propriétés

1 Suites

Lemme : 2 Variatio

réelles

Si ¢ est une extractrice, alors Vn € IN, ¢(n) > n.

Propriété :

(i) Toute suite extraite d’une suite (strictement) croissante,
(strictement) décroissante, majorée, minorée, bornée, constante,
stationnaire I'est encore.

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

(i) Toute suite d'une suite extraite d’'une suite u est une suite extraite
de u.

(iii) Siu — £ € R, toute suite extraite de « tend vers ¢.

1 Définition

2 Propriétés



2. PI’OprIé’[éS Suites

1 Suites

Lemme :
Si ¢ est une extractrice, alors Vn € IN, ¢(n) > n.

2 Variatio
réelles

Propriété :

(i) Toute suite extraite d’une suite (strictement) croissante,
(strictement) décroissante, majorée, minorée, bornée, constante,
stationnaire I'est encore.

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

(i) Toute suite d'une suite extraite d’'une suite u est une suite extraite
de u.

(iii) Siu — £ € R, toute suite extraite de « tend vers ¢.

(iv) Réciproquement, si us, — £ et us,1 — £ avec £ € R, alors
u — L.

1 Définition

2 Propriétés



3. Théoréme de Bolzano-Weierstraf3

Théoréeme : Théoréme de Bolzano-Weierstral3
De toute suite réelle bornée on peut extraire une suite convergente.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético-
géométriques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les

limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

Plan

VI Critéres séquentiels

1 Caractérisation séquentielle des bornes inférieure et supérieure
2 Caractérisation séquentielle de la densité



1. Caractérisation séquentielle des bornes inférieure et
supérieure

Rappel :
Propriété :
Soit A partie non vide R, «, 8 € R.

o A s VeeA z<a
@ = sup I (an)n € AN, an — «
VeeA x>0

/3:1an<=>{ El(an)neA‘N, an — B

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético
géomeétriques

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
imites

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Suites

2. Caractérisation séquentielle de la densité

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

Propriété :
1 Suites arithmético-

Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si tout FEOE

2 Relation de récurrence

réel est limite d’'une suite d’éléments de A. inéaire dordre

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



2. Caractérisation séquentielle de la densité

Propriété :

Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si tout
réel est limite d’'une suite d’éléments de A.

Corollaire :

(i) Tout réel est limite d’'une suite de rationnels et d’une suite
d’irrationnels.

Suites

1 Suites

2 Variations des
réelles

1 Suites arithmético
géomeétriques

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

1 Définition

2 Propriétés



2. Caractérisation séquentielle de la densité

Propriété :
Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si tout
réel est limite d’'une suite d’éléments de A.

Corollaire :

(i) Tout réel est limite d’'une suite de rationnels et d’une suite
d’irrationnels.

(ii) D est dense dans R.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

ordre

ation irles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Plan . . -
1 Suites

2 Variations des suites réelles
Il Des suites particulieres

1 Suites arithmético-géométriques
2 Relation de récurrence linéaire d’ordre 2
Il Limite d’'une suite réelle
Suites convergentes
Limites infinies
Limites et ordre
Opérations sur les limites

Comparaison des suites usuelles
IV Les suites monotones

g wnNn =

1 Théoreme de la limite monotone

2 Suites adjacentes
V  Suites extraites, théoréme de Bolzano-Weierstrali3

1 Définition

2 Propriétés

3 Théoréme de Bolzano-Weierstraf3
VI Critéres séquentiels

1 Caractérisation séquentielle des bornes inférieure et supérieure

2 Caractérisation séquentielle de la densité
VIl Extension aux suites complexes




Soit z = (2,,) € C~. On note

> Re(z) = (Re(zn)) € RN » 2= (z,) € R"
> Jm(2) = (Jm(z,)) € R" >

() z2n — €<= Rezn, — Relet Tmz, — Im/

(i) 20 = £ = 20| — |{]. Y ioemede

La réciproque est fausse pour £ # 0, mais z, — 0 <= |z,| — 0. T

1 Définition

2 Propriétés



Soit z = (2,,) € C~. On note

> Re(z) = (Re(zn)) € RN » 2= (z,) € R"
> Jm(z) = (Jm(z,)) € RN >

() z2n — €<= Rezn, — Relet Tmz, — Im/

(i) 20 = £ = 20| — |{]. Y ioemede

La réciproque est fausse pour ¢ # 0, mais z, — 0 <= |z,| — 0. T

1 Définition

2 Propriétés



Soit z = (2,,) € C~. On note

> Re(z) = (Re(zn)) € RN » Z2=(Zn) € RN
> Jm(z) = (Jm(zn)) € RY 2| = (|zn]) € RN
monotone
2n — £ = Rezp, — Relet Tmz, — Im/ S
- v ) — | s V Suites extraites,
Zn — L= ‘,,,‘ — ‘/‘ théoreme de
La réciproque est fausse pour £ £ 0, mais z, — 0 <= |z,| — 0. T
1 Définition

2 Propriétés



Soit z = (2,,) € C~. On note

> Re(z) = (Re(zn)) € RN > z=(Z,) € RN
> Jm(z) = (Gm(z,)) € RN > |z| = (|zn]) € RY
mo.na(nne.
2n — £ = Rezp, — Relet Tmz, — Im/ S
- v f— | s V Suites extraites,
Zn — L= ‘,,,‘ — ‘/‘ théoreme de
La réciproque est fausse pour £ £ 0, mais z, — 0 <= |z,| — 0. T
1 Définition

2 Propriétés



Soit z = (2,,) € C~. On note

> Re(z) = (Re(zn)) € RN > z=(Z,) € RN
> Jm(z) = (Gm(z,)) € RN > |z| = (|zn]) € RY
mo.na(nne.
2n — £ = Rezp, — Relet Tmz, — Im/ S
- v f— | s V Suites extraites,
Zn — L= ‘,,,‘ — ‘/‘ théoreme de
La réciproque est fausse pour £ £ 0, mais z, — 0 <= |z,| — 0. T
1 Définition

2 Propriétés



Définition :
Soit z = (z,) € C~. On note

> Re(z) = (Re(zn)) € RN > Z=(Z,) €RN
> Jm(z) = (Gm(z,)) € RN > |2| = (Jzn|) € RN

Définition :
Une suite (z) € C est dite convergente vers ¢ € C si et seulement si
|zn — £] — 0, C’est-a-dire

Ve>0, INeEN, Vn> N, |z. —{| <e.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

2 Relation de réc
inéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

1 Définition

2 Propriétés



Suites
Définition :
Soit z = (z,) € C~. On note

> NRe(z) = (me(zn)) e RN S (E) c RN ;:::";w -
» Im(z) = (Jm(z,)) € RN > |2l = (|2a]) € RN s
Définition : 2 rondo e

Une suite (z) € C est dite convergente vers ¢ € C si et seulement si
|zn — £] — 0, C’est-a-dire

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

Ve>0, ANEN, Va> N, |zn—{ <e.

Propriété :
Soit (z,) € C" et £ € C.

1 Définition

2 Propriétés



Suites
Définition :
Soit z = (z,) € C~. On note

> %e(2) = (Re(zn)) € RN > Z= () €RY
> Jm(z) = (Tm(zn)) € RN > |z| = (|zn]) € RN o
Définition : Inéaie ooz

Une suite (z) € C est dite convergente vers ¢ € C si et seulement si
|zn — £] — 0, C’est-a-dire

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites

Ve>0, INeEN, Vn> N, |z. —{| <e.

Propriété :
Soit (z,) € C" et £ € C.
() zn = €<= Rez, = Relet Imz, — Im/

1 Définition

2 Propriétés



Suites
Définition :
Soit z = (z,) € C~. On note

> %e(2) = (Re(zn)) € RN > Z= () €RY
> Jm(z) = (Tm(zn)) € RN > |z| = (|zn]) € RN o
Définition : Inéaie ooz

Une suite (z) € C est dite convergente vers ¢ € C si et seulement si
|zn — £] — 0, C’est-a-dire

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites

Ve>0, INeEN, Vn> N, |z. —{| <e.

Propriété :
Soit (z,) € C" et £ € C.
() zn = €<= Rez, = Relet Imz, — Im/

(i) zn = £ =>|2n| — |£].

1 Définition

2 Propriétés



Définition :
Soit z = (z,) € C~. On note

> Re(z) = (Re(zn)) € RN > Z=(Z,) €RN
> Jm(z) = (Gm(z,)) € RN > |2| = (Jzn|) € RN

Définition :
Une suite (z) € C est dite convergente vers ¢ € C si et seulement si
|zn — £] — 0, C’est-a-dire

Ve>0, INeEN, Vn> N, |z. —{| <e.

Propriété :

Soit (z,) € C" et £ € C.
() zn = €<= Rez, = Relet Imz, — Im/
(i) 2n — € => 2] — |1

La réciproque est fausse pour £ # 0, mais z, — 0 <= |z,| — 0.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

2 rrence
inéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites

1 Définition

2 Propriétés



Rappel :

Une suite (z,) € C™ est dite bornée si et seulement s'il existe
M e RTtelqueVn € IN, |z, < M.

V Suites extraites,
théoréme de
Bolzano-
Weierstra

1 Définition

2 Propriétés



Rappel . Suites
Définition :

Une suite (z,) € C™ est dite bornée si et seulement s'il existe
MeRTtelqueVn e N, |z, < M. 1 suies

2 Variations des suites
réelles

Propriété :
1 Suites arithmético-

Toute suite complexe convergente est bornée L

2 Relation de récurrence
linéaire d'ordre

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

3 Limites et ordre

4 Opérations sur les
limites

5 Comparaison des suites
usuelles

1 Théoréme de la limite
monotone

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Rappe| . Suites
Définition :

Une suite (z,) € CN est dite bornée si et seulement s'il existe
MeR'telqueVneN, [z,] <M. e

2 Variatio
réelles

Propriété :
1 Suites arithmético

Toute suite complexe convergente est bornée e

Propriété : Suites géométriques

Soit ¢ € C.
» Sig=1,q" — 1.

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Rappe| . Suites
Définition :

Une suite (z,) € CN est dite bornée si et seulement s'il existe
MeR'telqueVneN, [z,] <M. e

2 Variatio
réelles

Propriété :
1 Suites arithmético

Toute suite complexe convergente est bornée e

Propriété : Suites géométriques
Soit ¢ € C.

» Sig=1,q" — 1.

» Sijgl <1, q" — 0.

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Rappel :

Définition :

Une suite (z,) € CN est dite bornée si et seulement s'il existe
MeR'telqueVneN, [z,] <M.

Propriété :

Toute suite complexe convergente est bornée

Propriété : Suites géométriques
Soit ¢ € C.
» Sig=1,q" — 1.
» Si|g| < 1,¢" — 0.
» Si|q| > 1, (¢") n’est pas bornée et donc diverge.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

éoreme de la limite

1 Définition

2 Propriétés



Rappel :

Définition :

Une suite (z,) € CN est dite bornée si et seulement s'il existe
MeR'telqueVneN, [z,] <M.

Propriété :

Toute suite complexe convergente est bornée

Propriété : Suites géométriques
Soit ¢ € C.
» Sig=1,q" — 1.
» Silq| <1, q¢" — 0.
» Si|g| > 1, (¢") n'est pas bornée et donc diverge.
» Silg| =1etq#1, (¢") diverge en étant bornée.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

e de la limite

1 Définition

2 Propriétés



Rappel :

Définition :

Une suite (z,) € CN est dite bornée si et seulement s'il existe
MeR'telqueVneN, [z,] <M.

Propriété :

Toute suite complexe convergente est bornée

Propriété : Suites géométriques
Soit ¢ € C.
» Sig=1,q" — 1.
» Silq| <1, q¢" — 0.
» Si|g| > 1, (¢") n'est pas bornée et donc diverge.
» Silg| =1etq#1, (¢") diverge en étant bornée.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

e de la limite

1 Définition

2 Propriétés



Rappel . Suites
Définition :

Une suite (z,) € CN est dite bornée si et seulement s'il existe
MeR'telqueVneN, [z,] <M.

Propriété :

Toute suite complexe convergente est bornée

Propriété : Suites géométriques

1 Suites convergentes

Soit g € C. 2 Limites infines
» Sig=1,¢" — 1.

» Si|g| < 1,¢" — 0.

» Silg| > 1, (¢™) n’est pas bornée et donc diverge.

» Silg| =1etq#1, (¢") diverge en étant bornée.

e la limite

Théoréme : Théoréme de Bolzano-Weierstral3

De toute suite complexe bornée on peut extraire une suite
convergente. 1 Déinton



Plan . . -
1 Suites

2 Variations des suites réelles
Il Des suites particulieres

1 Suites arithmético-géométriques
2 Relation de récurrence linéaire d’ordre 2
Il Limite d’'une suite réelle
Suites convergentes
Limites infinies
Limites et ordre
Opérations sur les limites
Comparaison des suites usuelles
IV Les suites monotones

g wnNn =

1 Théoreme de la limite monotone

2 Suites adjacentes
V  Suites extraites, théoréme de Bolzano-Weierstrali3

1 Définition
2 Propriétés

3 Théoréme de Bolzano-Weierstraf3
VI Criteres séquentiels

1 Caractérisation séquentielle des bornes inférieure et supérieure
2 Caractérisation séquentielle de la densité
VIl Extension aux suites complexes




1. Cas général

Siu, — £ € D etsi f estcontinue en ¢, alors f(¢) = ¢ (¢ est un point
fixe de f).

Weierstra3
1 Définition

2 Propriétés



Plan d’'étude sutes

» On commence en général par faire un dessin, et par voir quelles
propriétés vérifient directement la suite.



Plan d’'étude sutes

» On commence en général par faire un dessin, et par voir quelles
propriétés vérifient directement la suite.

» Ensuite, les premiéres choses a cibler sont les intervalles
stables par f : I tel que f(I) C I.
Alors, par récurrence, si a partir d’'un certain rang u,, € I, la
suite est bien définie et Vn > ng, u, € I.
Vu la proriété précédente, bien souvent, 'une des bornes de
l'intervalle sera un point fixe de f. (Il faut donc chercher les points
fixes )
On pose en général g(z) = f(x) — z : les points fixes de f sont
les zéros de g.
Il faut aussi s’assurer que la suite est bien définie !



» Ensuite, on s’intéresse a la monotonie de f.

1 Définition

2 Propriétés



Suites

» Ensuite, on s’intéresse a la monotonie de f.
> La monotonie de la suite peut se trouver directement en remarquant
que Un+1 — Un = f(un) — un = g(un) : il est donc primordial de
connaitre le signe de g.



Suites

» Ensuite, on s’intéresse a la monotonie de f.
> La monotonie de la suite peut se trouver directement en remarquant
que Un+1 — Un = f(un) — un = g(un) : il est donc primordial de
connaitre le signe de g.
> Si f est croissante sur I stable par f et un, € I, alors (un)p>n,
est monotone.
(Sl ung < Ung+1, i€ g (ung) = 0, pour tout n € N,

Unp = fn—no (un ) < fn—n() (un0+1) = Un+1
<

et siuny = Ung+1, i€ g (uny) < 0, pour tout n € IN,

)
un = f7770 (ung) 2 10 (Ung 1) = Un1)



Suites

» Ensuite, on s’intéresse a la monotonie de f.

> La monotonie de la suite peut se trouver directement en remarquant
que Un+1 — Un = f(un) — un = g(un) : il est donc primordial de
connaitre le signe de g.

> Si f est croissante sur I stable par f et un, € I, alors (un)p>n,
est monotone.
(Sl ung < Ung+1, i€ g (ung) = 0, pour tout n € N,

up = f1710 (“no) g frone (“noJrl) = Un+1
<

et siuny = Ung+1, i€ g (uny) < 0, pour tout n € IN,

un = 710 (ung) = [0 (Ung+1) = Unt1.)

> Si f est décroissante sur I stable par f et uy, € I, alors
(uzn),>ma et (u2n+1),  ng—1 SONt Monotones, de monotonie
Z72 Z—5—

contraire. Elles sont en fait solution de v,,+1 = f o f(v,) avec f o f
croissante.

Lorsqu’elles convergent vers une méme limite (c’est-a-dire qu’elles
sont adjacentes), alors (uy,) converge vers cette limite. Notons que
les points fixes de f sont des points fixes de f o f (mais la
réciproque est fausse en général.)



2. Cas d’'une fonction contractante

Définition :
Une fonction f est dite contractante sur un segment [a, b] si et

seulement sion a k < 1 tel que
Vz,z' €la,b], |f(z)— f(z')| <klz—2a].

Théoréme :

Soit f : [a,b] — R, avec a < b. On suppose que
» f est continue sur [a, b]

Alors V z, 2’ € [a,b], |f(z)— f(2")] < k|z — 2|

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

2 Relation rrence
inéaire d'ordre 2

1 Suites convergentes
2 Limites infinies

3 Limites ¢

1 Définition

2 Propriétés



2. Cas d’'une fonction contractante

Définition :
Une fonction f est dite contractante sur un segment [a, b] si et

seulement sion a k < 1 tel que
Vz,z' €la,b], |f(z)— f(z')| <klz—2a].

Théoréme :

Soit f : [a,b] — R, avec a < b. On suppose que
» f est continue sur [a, b]
> f est dérivable sur |a, b

Alors V z, 2’ € [a,b], |f(z)— f(2")] < k|z — 2.

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

1 Théoréme de la limite
mono
2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



2. Cas d’'une fonction contractante

Définition :
Une fonction f est dite contractante sur un segment [a, b] si et

seulement sion a k < 1 tel que
Vz,z' €la,b], |f(z)— f(z')| <klz—2a].

Théoréme :

Soit f : [a,b] — R, avec a < b. On suppose que
» f est continue sur [a, b]
> f est dérivable sur |a, b
» Onakc R' tel que Vz €la,b], |f(t)| < k.

Alors V z,z’ € [a,b], |f(z)— f(2")] < k|z — 2|

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



2. Cas d’'une fonction contractante

Définition :
Une fonction f est dite contractante sur un segment [a, b] si et

seulement sion a k < 1 tel que
Vz,z' €la,b], |f(z)— f(z')| <klz—2a].

Théoréme :

Soit f : [a,b] — R, avec a < b. On suppose que
» f est continue sur [a, b]
> f est dérivable sur |a, b
» Onakc R' tel que Vz €la,b], |f(t)| < k.

Alors V z,z’ € [a,b], |f(z)— f(2")] < k|z — 2|

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



2. Cas d’'une fonction contractante

Définition :
Une fonction f est dite contractante sur un segment [a, b] si et

seulement sion a k < 1 tel que
Vz,z' €la,b], |f(z)— f(z')| <klz—2a].

Théoréme :

Soit f : [a,b] — R, avec a < b. On suppose que
» f est continue sur [a, b]
> f est dérivable sur |a, b
» Onakc R' tel que Vz €la,b], |f(t)| < k.

Alors V z,z’ € [a,b], |f(z)— f(2")] < k|z — 2|

Suites

1 Suites

2 Variations des suites
réelles

1 Suites arithmético

1 Suites convergentes

2 Limites infinies

2 Suites adjacentes

1 Définition

2 Propriétés



Fractal de Newton
On itére une suite qui doit converger vers l'une des racines de X° — 1
et on colore le point suivant cette racine (dégradé pour la vitesse de
convergence.) Cela met en évidence la notion de bassin d’attraction.
Pour f dérivable, il s’agit de considérer

f(un)

= )
n

Suites

| Definitions
1 Suites

2 Variations des suites
réelles

Il Des suites
particulieres
1 Suites arithmético-
géométriques
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Version monochrome :




Suites

Avec P(X) = X® 4+ 15X* — 16 :




Suites

Lapin de Douady avec P(X) = (X —1) (X —a+3) (X +a+ 1) ou
a = —0,00508 + 0,331361i :
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