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— Chapitre XI

Suites

Extrait du programme officiel :

Dans I'étude des suites, on distingue nettement les aspects qualitatifs (monotonie, convergence, diver-
gence) des aspects quantitatifs (majoration, encadrement, vitesse de convergence ou de divergence).

Contenus

Capacités & commentaires

c) Généralités sur les suites réelles

Suite majorée, minorée, bornée. Suite sta-
fionnaire, monotone, strictement mono-
fone.

Mode de définition d’une suite réelle : ex-
plicite, implicite, par récurrence.

Une suite (u,) e est bornée si et seulement
si (1unl) o €5t Majorée.

d) Limite d'une suite réelle

Limite finie ou infinie d'une suite.

Unicité de la limite.
Suite convergente, divergente.
Toute suite convergente est bornée.

Opérations sur les limites : combinaison li-
néaire, produit, quotient.

Passage a la limite d'une inégalité large.

Si (un)new converge vers >0, alors u, >0 d
partir d'un certain rang.

Existence d'une limite par encadrement (li-
mite finie), par minoration (limite +oo), par
majoration (limite —oo).

Les définitions sont €noncées avec des in-
égalités larges.

Notations u, — ¢, limu,,.

Produit d’une suite bornée et d’'une suite
de limite nulle.

Utilisation d'une majoration de la forme
lu, — €| < vy, OU (v,) CcOnverge vers 0.

e) Suites monotones

Théoreme de la limite monotone.

Théoreme des suites adjacentes.
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Contenus

Capacités & Commentaires

f) Suites extraites
Suite extraite. Si une suite possede une li-

mite, toutes ses suites extraites possedent
la méme limite.

Théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Utilisation pour montrer la divergence
d’'une suite.
Si (u2,,) €t (us,41) tendent vers ¢, alors (uy,)
tend vers ¢.

Principe de démonstration par dichoto-
mie.

g) Traduction séquentielle de certaines propriétés

Partie dense de RR.
Caractérisation séquentielle de la densité.

Si X est une partie non vide majorée (resp.
non majorée) de R, il existe une suite d’éle-
ments de X de limite sup X (resp. +oo).

Une partie de R est dense dans R si elle ren-
contre tout intervalle ouvert non vide.
Densité de I'ensemble des décimaux, des
rationnels, des irrationnels.

Résultats analogues pour X non vide mino-
rée (resp. non minorée).

h) Suites complexes

Bréve extension des définitions et résultats
précédents.

Théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Caractérisation de la limite en termes de
parties réelle et imaginaire.

i) Suites particulieres
Suites arithmeétiques, géomeétriques,
arithmético-géométriques.

Suites récurrentes linéaires homogenes
d’ordre 2 a coefficients constants.

Présentation de I'étude des suites définies
par une relation de récurrence w1 = f(uy,)
sur quelgues exemples simples. Représen-
tation géomeétrique. Si (u,) converge vers
un élément ¢ en lequel f est continue,
alors f(&)="¢.

Pour une relation de récurrence
Uns1 = auy+boU ae C\{1} et be C, recherche
d'une solution constante, détermination
des solutions.

Cette étude est I'occasion d'infroduire la
notion d'intervalle stable par une fonction.
Pour I'étude de la monotonie de (u,), on
souligne I'intérét, d'une part, de I'étude du
signe de f(x) - x, et, d'autre part, de |'ufili-
sation de la croissance éventuelle de f.
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| Definitions

1 Suites
KK désigne R ou C.

Définition : suite

On appelle suite d'éléments de K toute famille d'éléments de K indexée par N,

c'est-a-dire toute application de IN dans K.
L’ensemble des suites d’éléments de K est notée KN.
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N — K
Une suite d'éléments de K est notée OU (Un) nelN OU (Un), OU (uy,) MAIS PAS 1,111
n L Un

Une suite d’éléments de K définie a partir d’un certain rang (apcr) ng € IN est une application
de [ng, +oo] dans K, notée (un) n>n,-

Remarque : Modes de définition d'une suite
On distingue trois manieres de définir une suite :
Explicitement C'estle cas lorsque I'on a, pour tout n, une expression de u,, en fonction de n.

Implicitement C’estle caslorsque u est solution d’'une équation fonctionnelle. Par exemple la
suite des annulations de f: x — tanx —x, ¢'est-a-dire la suite des u,, vérifiant tan(u,) = uy,.

Par récurrence par la donnée de premiers termes ug, uy, ..., u, et d'une relation

Vnel, Up+p = fun, ups,..., Un+p-1)

Définition : opérations +, x et -

Sur KN on définit des lois +, x et - par, si u,ve KN et 1€ K,
e VnelN, (u+v),=u,+v,
e VnelN, (uxv),=u,xv,
e VnelN, Auw),=Au,

Les propriétés de ces lois sont les propriétés habituelles (pour + et x : associativité, commutati-
vité, éléments neutres, etfc.)

Aux v=0=0) ey~ u=00uv=0!

On dit que KN n’est pas intégre.

2 Variation des suites réelles

Définition : Majoration et minoration de suites

Une suite ue RN est dite
e minorée ssi {u,, ne N} I'est ssi n— u, I'est ssi

dmeR, VnelN, u,>m.
o majorée ssi {u,, neIN}|'est ssi n— u, |'est ssi
IMeR, VnelN, u, <M.

« bornée ssi {u,, ne N} I'est ssi n— u, I'est ssi elle est & la fois minorée et majorée.

Propriété : Caractérisation des suites bornées

u=(un,<cRN est bornée si et seulement si |ul = (Ju,l), I'est si et seulement si

JAeR, VnelN, |u, <A.

Démonstration

Déja démontré précédemment dans le cadre plus général des fonctions numériques. [
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-~ -

Définition : Suites complexes bornées

(un)n € CN est dite bornée si et seulement si (Jupl), € RN I'est.

Remarque
Cela revient a dire que fous les termes sont dans un disque cenftré sur I’ origine.

-~ -

Définition : Monotonie des suites

Soit u une suite & termes réels. u est dite

croissante ssivnelN, u, <u,1.

décroissante ssivnelN, u, > u,.

monotone ssi elle est croissante ou décroissante.

strictement croissante ssivnelN, wu, < un1.

strcitement décroissante ssivVne N, u,> u,.;.

strictement monotone ssi elle est strictement croissante ou strictement décrois-
sante.

constante ssiVvnelN, wu,=u,+1(= up).

stationnaire ssi elle est constante a partir d'un certain rang ie
dnpelN, Vn=>ny, up=upe1(=uy).

Remarques

R1—

R2 —

R3 —

R4 —

R5 —

Ré —

R7 —

Cela n'aurait aucun sens pour des suites complexes non réelles.

De simples récurrence permettent de vérifier qu'il s’agit bien des propriétés homonymes
des fonctions associées a ces suites.

Il existe des suites ni croissantes ni décroissantes.

Exemple
(=1D"™p.

Celles qui sont les deux simultanément sont les suites constantes.

q . a . u 2 9
SivneNlN, u, >0, uestcroissante si et seulement si VnelN, ntl >1 et u est décroissante
Un
q 9 u
siet seulementsivnelN, 2L <1,
Up

Ne pas oublier de vérifier I'hypothéese !l
u est décroissante si et seulement si —u est croissante.

La somme de deux suites croissantes (respectivement décroissantes) I'est encore. De
plus, elle I'est strictement si I'une des deux I'était.

Le produit de deux suites positives croissantes (respectivement décroissantes) I'est en-
core.
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Il Des suites particuliéres
1 Suites arithmético-géométriques

Définition

On appelle
(i) suite arithmétique de raison b e K toute suite vérifiant

VnelN, u,s1=u,+b
(i) suite géométrique de raison a € K toute suite vérifiant
VnelN, u,.=au,

(i) suite arithmético-géométrique toute suite telle qu'on ait a,be K tels que

VnelN, u,.1=au,+b

On dit que u est une suite récurrente linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.

On a alors respectivement
(i) YneN, u,=uy+nb.
(i) YneN, u,=upa".

(i) Si @ est solution particuliere, les solutions sont les u = v+ & oU v est solution de
(H) VneN, v, =av, équation homogene associée.

Démonstration

(i) Parrécurrence.
(i) Parrécurrence.

(i) Si @ est solution particuliere, u est solution si et seulement si pour tout n,
(u— ) ps1 = alu—u),. D'ou le résultat. O

Résoudre (H) ne pose pas de probleme. Pour la solution particuliere, il suffit de la
prendre constante! ¢ =ac+ b si et seulement si (1 -a)c=b.
Le casa=1estle cas (i).
b

Sia#1, ontrouve c= T2

Les solutions sont donc de la forme (Aa” +
a I'aide de uy.

_b_
1-a

) avec A e K. On peut ensuite exprimer A
n

Exemple
VnelN, uuy1=2-uy.
« Solution particuliere : (1).
« Solutions de I'équation homogéne : (A(-1)"), avec 1€ K.
« Solutions générales : (1+A(-1"), = (1+ (uo-D(=D"),,.
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Autre rédaction possible : 1 est solution et u I'est si et seulement si pour tout n,
Uni1—1=—(u, —1) si et seulement si pour tout n, u, -1 = (4y — 1)(-1)" si et seulement si pour
fout n, uy, =1+ (ue—-1 (1"

2 Relation de récurrence linéaire
d’ordre 2

-~ -

Définition
On dit qu'une suite u e KN est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 homogéne a
coefficients constants lorsqu'’il existe a, b e K tels que
VnelN, u,.»=au,s+bu;.

L'équation caractéristique associée est (E) r? = ar +b.

Un peu comme pour les équations différentielles, on se demande quelles sont les solu-
tions géométrique (r), :onavnelN, r*2=ar™!+pbr" ce quiest vérifié lorsque r? = ar +b.
Notons que I'on a facilement qu'une combinaison linéaire de solution I'est encore.

Ici, nous nous contentons de résoudre des équations homogenes.

SivneN, u,ir=auy+;+bu, avec a,belk, (E) r>=ar+b avec (a,b) # (0,0).
o Soit (E) admet deux solutions distinctes r; et r, dans KK, alors les solutions sont les
suites pour lesquelles on a A,Be K tels que

— n n
VnelN, u,=Ar]+Br,.

« Soit (E) admet une unique solution (double) r dans K, alors les solutions sont les
suites pour lesquelles on a A,B e K tels que

VvneN, u,=(A+nB)r".

« Soit (E) n'admet pas de solution dans K, c’est-a-dire K =R et (E) admet deux
solutions complexes conjuguées pe*® avec p >0 et 8 e R\ nZ. Alors les solutions
sont les suites pour lesquelles on a A,B e R fels que

VnelN, u,=(Acos(nd)+ Bsin(nh))p"
c’est-a-dire pour lesquelles on a K,¢ € R tels que

VvnelN, u,=Kcos(nd+g)p".

Remarques
R1— Ales e’ des équations différentielles deviennent des r" et il faut ici prendre la forme
trigonométrique des solutions de (E) et non la forme algébrique.
R2— A et B se trouvent simplement en résolvant un systeme a I'aide de ug et u;.

R3— De nouveau ici, les solutions sont les combinaisons linéaires de deux solutions non coli-
néaires. Donc connaissant deux solutions non colinéaires, on obtient toutes les solutions.

R4 — Efre capable de refrouver les solutions réelles lorsque A < 0 & partir des solutions com-
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plexes.

Démonstration

« On a bien () et (r)) solutions. Réciproquement, on cherche A,B € K tels que

A 4+ B = u . . . , .
et ce systeme a une unique solution car son déterminant est
Arl + Brz = u
1 1
=rp—r11 #0.
n nr

Alors avec cette solution, la formule est vraie pour n=0 ou 1.
Si, par récurrence d'ordre 2, elle est vrai pour un n, aux rangs n et n+1, alors

Un+2 = AUty + buy = a(Ar]™ + Bry™) + b(Ar] + Bry)) = A(ar, + b)r' + B(ara + b)r)!

Donc uy+2 = Ar'"*2 + Brl'*2 car ry, r, sont solutions de (E).
« On vérifie qu'on a bien (r") et (nr") solutions. Réciproquement, on cherche A,Be K tels

A = U R . .
que et ce systeme a une unique solution car r #0 car (a, b) # (0,0).
(A + Br = uy

Alors avec cette solution, la formule est vraie pour n=0 ou 1.
Si, par récurrence d'ordre 2, elle est vrai pour un n, aux rangs n et n+1, alors
Upso = AUps1 +bu, = a(A+ (n+1)B)r""™ + b(A+nB)r"
= (A+nB)(ar + b)r" + Bar"*!
Or r =4 (racine double) donc Bar"*! =2Br"*2.
DoNnc u,2 = (A+ (n+2)B)r’**2, ce qui établit la récurrence.

« Une suite réelle solution est un cas particulier de suite complexe solution. On va donc
pouvoir écrire, avec Aj, A»,Bi, B> € R,

un =Re(u,) = Re ((A1 +idp)p"e™ + (B + iBz)p"e—i"G)
= ((A1 + By) cos(n6) + (B; — Ay) sin(n)) p”

avec A= A, +B; et B=B; — A; qui décrivent R entier lorsque A; +iA, et By +iB, décrivent
C. O

Il Limite d’'une suite réelle

1 Svites convergentes

Définition : Suite convergente

Soit (tn) new € RN,
On dit que (uy), converge vers ¢ € R si et seulement si

Ve>0, AINelN, Vun>N, |u,—¥¢|<e
ce qui est strictement équivalent &

Ve>0, ANelN, Vu>N, |u,—-¥fl<e¢
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On note alors u, — ¢.
Lorsqu’un tel ¢ existe, la suite (u,) est dite convergente. Sinon, elle est divergente.

Remarques

R1— ANelN, Vn>N, se traduit par«A partir d’un certain rang». u,, — ¢ si et seulemttoptent
SiVve>0, AapcCruye [l —¢,l +el.
R2— Ici, N dépend de e.

rR3— On utilise toujours la version avec inégalité large. Celle avec I'inégalité stricte est a ré-
servé A des cas bien particuliers.

A partir d'un certain rang, tous les termes de la suites sont dans le segment [¢—¢,¢ +¢],
et c’est valable pour € aussi petit que I'on veut.

Un
+ +
l+e
4+

¢ + F—

l—¢
+
n
N

Exemple
L_ocarsie>0, L<esin>|L]+1
n "n Y = Le :

(i) up—0<—=u,—€ —-0<=|u,-¢|—0.
(i) Sivy,—0etvVneN, |u,—¥¢| <v,alors u,—¢.
(iii) Si up, — ¢, alors |uy| — 1]

Démonstration
(i) La définition de la limite s'écrit de la méme maniere dans les frois cas, avec
llup—€1=01=lu, —£1I.
(i) Sivy,—0etvVvnelN, |u,—20I<vy,.

Soite>0.0Ona NeN tel que sin< N, vyl =v, <e, et donc |u, - ¢ <e.
Ainsi u, — ¢.

(iii) Si wu,— ¢, alors [luyl—1€1| < luy — €] — 0 donc |u,| — 14| par (i). O
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Propriété : Unicité de la limite

Si u converge vers ¢ € R, ¢ est unique appelé limite de u.
On note alors (et seulement si la convergence est démontrée) ¢ =limu,,.
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Démonstration

Siu,—¢etu,— ¢, soite>0.

. € . €
OnanN,N'eNtelsquesin>N, lu,—lI<; etsin>N, lun—2'| < =.
Donc si n>max(N,N), [€=0'|=|0—un+un—0'| <lup—Cl+|u,—'| <e.

=4

Si¢#¢', on peut prendre e = — et on obfient une contradiction. O

Exemple

(-1)™, n"a pas de limite sinon, pour fout >0, [1-¢|<eet|-1-¢|<edoncf=1et ¢ =-1.

Propriété : Caractere borné d’'une suite convergente

Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse.

Démonstration

Siu,— ¢, avec e=1, a partird'un certainrang N, u,, € [¢-1,¢+1] donc u est bornée.
Pour la réciproque : (-1)"),. O

Corollaire

Une suite non bornée diverge.

Démonstration

C'est la confraposée. O

Exemple
(M, 2"y, etc.

2 Limites infinies

r -

Définition : Limite infinie
« On dit que (u,), € RN diverge vers +oo lorsque
VAeR, AINeN, Vn>N, u,>A
ou de maniere équivalente
VA>0, ANelN, Vvn>N, u,=>A

On note alors u;, — +oco OU lim u,, = +oo.
« Ondit que (u,), € RN diverge vers —oo lorsque

VBeR, ANeN, Vn>N, u,<B
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ou de maniéere équivalente

VB0, 3INeN, Vvn>N, u,<B

On note alors u,, - —oo ouU lim u,, = —co.

Remarques

R1— U, —+oossiVAER, QPCr uye€ [A, +ool.
U, ——o00ssiVBeR, apcr uye [—oo,Bl.
R2— Uy — —00 << —U; — +00.

R3— Si u, — +oo, alors (uy), est minorée et Si u, — —oco, alors (u,), est majorée.

Exemple

n— +oo (1), n? = +oo.

3 Limites et ordre

Propriété : Passage des inégalités a la limite

Siu,veRN telles que u—¢eR et v— ¢ €R et si d partir d’'un certain rang u, < v,
alors ¢ < ¢'.

Si on suppose a partir d'un certain rang u, < v,, lI'inégalité devient large a la limite :
0L/l

Démonstration

Soit € > 0.

On a Ni, N>, N3 e N tels que
e Sin>Ny, lup—21< 5,
o Sin>=No, |vy—0'| <5,
e Sin>Ns, u, <v,.

Alors si n > max(N1, N2, N3), £ =5 <up <v, <0+

Ainsi, Ve>0, ¢—¢'<e.

Donc ¢-¢' minore R%, donc ¢—¢' <infR* =0, d'ou le résultat.

Contre-exemple pour I'inégalité stricte : si u,, = - et v, = % alors pour tout ne N*, u, < v, et

n+1l

les deux suites tendent vers 0. O

SiueRN tel que u, — ¢ R et acR, alors
e Si ¢>a, a partird'un certain rang u, > a.
e Si ¢ <a, apartird'un certain rang u, < a.

£
5
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Démonstration

Si ¢ = +oo, C'est la définition (quitte & prendre A=a+10ouU B=a-1).
SiZeR, on choisite=|¢—al.

e Si¢>a, O partird'un certainrang, |u,-¢|<¢—-adonc u,>¢-(¢-a)=a.
e Si¢<a, apartird'un certainrang, |lu, - ¢l <a—-¢ donc u, <l+(a-¥¢) = a.

Corollaire

Si u, — ¢ >0, alors a partir d'un certain rang u,, > 0.

Théoreme : Limite par encadrement

(i) Siu,v,weRN et e tels que
o v/
o wW—/C
e Q partird’'un certain rang, v, < u, < wy,
alors u—¢.
(i) Si u,veRN telles que
e V— 400
e Q partird’'un certain rang, u, > v,
alors u— +oo.
(i) Si u,we RN telles que
® W — —0O0
e Q partird'un certain rang, u, < wy,
alors u— —oo.

Démonstration

(i) Soit 0.

On a Ni, N», N3 € IN tels que
e Vn=Ny, |lv,—fI<e
e Vn>Ny, |lw,—¢|<e
e Vn=N3, vy <SUup< Wy
Alors si N=max(N;, N2, N3)e N et sin> N,

(—e<v,<u,<w,<fl+e

donc |u, ~ ¢l <e.
(i) Soit A€R.
On a Ni, N, e N tels que
e Yn=>N;, vy 2 A
e Vn=Ns, uy=vy
Alors si N=max(N;, No)e N et sin> N, u, > A.

(i) —w — +oo et apcr —u, > -w, donc, par (i), —u— +oo donc u — —co. [
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4 Opérations sur les limites

Soient u,ve RN,
(i) SireR et u,— CeR, alors Au,, — AL.
(i) Si u—0etvbornée, alors uv — 0.

(iii) Si u— +oo et v minorée, u+ v — +oco.

Démonstration

(i) SiA=0, c’estimmédiat. Sinon, soit € >0.

Ona NeNftelquesin>=N, lu,— ¥ <& =... (G déterminer)
. a.q €
Alors sin> N, [Auy — A=Al lu, — 01<|Algg =¢ en choisissant g = — > 0.

Al
(i) Ona M >0 tel que pour tout neNN, |v,| < M.

Alors sine N, |u, vyl = lugl v, < Mluy,| — 0 d’apres (i), donc u, v, — 0.
(i) Soit AeR.Ona NeNtelquesin>N, u,> Ag=... (0 déterminer)

On a meR tel que pour tout neN, v, > m.

Alorssin> N, up+v,2A0+m=Aenprenant Ay=A-meR. O

Siu—¢,eRetv—2l,eR, AR, alors lorsque ces opérations sont bien définies,
e U+tv—l1+4,
e UV — flég

Remarque

Dans les cas douteuy, il peut se passer tout et n'importe quoi.
Par exemple, pour 0 x (+oo) :

a
o —xn?— +o0 ¢ —Xn—a
n n
=l
° —Xn2—>—OO (_1)71 ] g 3
n . xn| n'a pas de limite.
n
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Démonstration
e Cas fini
* Siu,—l1eRetv,—0,eR, alors u,+v, — 01 +¢5:

Soite>0.0Ona N, NeINtelquesin> Ny, lup— 1l <eo=%5etsin> Ny, |1, -11<er1 =

£
2

Alors si N =max(N;,N») e N etsin> N,

|(un+yn)_(€1+€2)|ﬁ|un_[1|+|yn_€2|<50+81:5

*x Siu,—leRetv,—¢,eR, alors u,v, — 014> :

lupvy — 0102 = (U — 1) vy + 01 (vy — £2))]

< lup =011 [vp] +lvy—4€2| 161l —0
T S—— —~—~ ——
—0 CV donc bornée —0 borné

N~ g

~

—0 —0
en utilisant la somme des limites. Donc u,v,, — ¢1¢-.
o Cas infini
* Siu, —¢eRuU{+oo} et v, — +oo, alors u,, + v,, —» +oo :

u est minorée et v — +co.
* Siu,—cRui{-oo} et v, — -0, alors u, +v, —» —oco:

—u——-LlcRuU{+oo} et —v— +o00, dONC —u— v — +00.
* Siu,—CeR}uU{+oo} et v, — +oo, alors u,v, — +oo:
Soit m >0 tel que m < ¢ (par exemple g si ¢ est finie, 1 sinon).

Ona N;eNN tels que sin> Ny, u, > m>0.

. . A
Soit A>20.0OnaN,elNtelquesin>N,, v, > Ag=—.
m

. A
Alors si n > max(Ny, N2), u,v, > m— = A.
m

* Siu,—CeR*u{-oc} et v, — —oo, alors u,v, — +co :
—u——¢eR} U{+oo} et —v — +oo0, doncC uv = (—u)(-v) — +oo.

* Siu, —¢eR*u{-oo} et v, — +oo, alors u,v,, > —oco :
—u——-fleR}uU{+oo} et v — 400, dONC —uv = (—u)v — +oo.

* Siu, — ¢eR} U{+oo} et v, — —oo, alors u,v, — —co:

u—¢eR?ui+oo} et —v— 400, dONC —uv = u(-v) - +oco. 0O

Remarque

On retrouve que si u bornée et v — 0 alors uv — 0 : on a M tel que |ul < M et alors
luv| < M|v|— 0 donc uv— 0.

1

. —x . . . 1 >

e Siu,—¢eR, alors & partir d'un certain rang, u, #0 et — —<{ ¢
0

Un

si ¢ finie

sinon
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. R ., . 1
e Si u,—0etapartird’un certain rang u, >0, alors — — +oo.
Un

. R - . 1
e Si u,— 0eta partird’un certain rang u, >0, alors — — —oo.
Un

Démonstration

. ¢ . l
e Siu, — ¢ eR¥, |un|—»|£|>|7|>0donconoNe]N’reI que si n> N, |un|>|2—|>0e’ren

particulier u,, #0.

Sin>N,
1 1| lup—¥¢I 2
— | =< lup -0l —0
Un f‘ lunllel = o2 "
1 1
donc — — —.
u, ¢
. _ ]
« Siup—+ooete>0,onaNeNtelquesin>N, u,>1>0. Alors | —|= — < 7 =¢.
Uy u, =
. 1 1 €
e Siuy——00, —u—+oc0 et —=-——0.
u —Uu 0 )
. Siu,,_.o+eTA>0,onoNe]NTquuesin>N,|un|:un<2donc_>A_
Up
. 1 1
e Siuy,—0,-u—0"et—=—-———-0co0. O
u —U

IV Les suites monotones

1 Théoreme de la limite monotone

Théoreme : Théoreme de la limite monotone

Soit ue RN une suite croissante (respectivement décroissante).

(i) Si uest majorée (respectivement minorée) alors u converge vers sup u,, (respecti-
nelN
vement inf u,).
nelN

(i) Si un'est pas majorée (resp. minorée), alors u— +oo (respectivement u— —oo).

Démonstration

Soit E = {u,, ne N} c R. Alors E # @. On suppose u croissante (si u est décroissante, il suffit
d’appliquer les résultats a —u qui est croissante.)
(i) Si uestmajorée, ¢ =supuy,=supE existe. Soit £ > 0.

Par caractérisation de la borne supérieure, on a Ne N tel que ¢ - < uy (¢ — e ne majore
Pas u).

Alors par croissance de u,
Vn>2N, —e<uy<u,<supu,=0<¥l+e¢

doncvn>N, |u,-?¢<e.
Finalement, u, — ¢.

(i) Si u non majorée, soit Ae R. A ne majore par u donc on a Ne N tel que uy > A.
Par croissance de u, Vn> N, u,>AdoncC u— +oo. [
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Corollaire

Si u est une suite croissante majorée (respectivement décroissante minorée), alors
VneN, u,<limu (respectivement u, >limu).
De plus, les inégalités sont strictes en cas de stricte monotonie.

Démonstration

limu = sup u (respectivement infu.)
Si u croit strictement, pour tout ne N, u, < u,,; <limu. O

2 Svites adjacentes

Définition : Suites adjacentes

Soient u,ve RN. u et v sont adjacentes si
e L'une est croissante, I'autre est décroissante,
e v—u—20.

Exemples
L
E'I—Sn—zk—= T+t Lets =8, +1.
1 1 1 -1 a
(Sn) est croissante etsin>0, 8, -8, =——+——-—=——<0donc (§)) est dé-

" m+1)?2 n+l1 n nn+l)
croissante.

De plus S, - S, = % — 0.
Donc (S,) et (S)) sont adjacentes.

E2— Si x € R, les suites d'approximation décimale par défaut et par exces (d,(x)) et (D, (x))
sont ajacentes.

Si u,v sont adjacentes avec u croissante, alors u et v convergent vers une méme
limite feRetVneN, u,<?<uv, lesinégalités étant strictes si u et v ont strictement
monotones.

Démonsiration

Soit w,, = v, — u,. Alors par opérations, w est décroissante et w, — 0 donc pour tout n e NN,
w, =0, c'est-a-dire u,, < v,.

Ainsi, pour tout ne N, ug < u, < v, < vy donc u est croissante majorée par vy et v est décrois-
sante minorée par uy et donc ces suites convergent. Comme v, — u,, — 0, les limites sont égales
et I'encadrement découle des propriétés des suites monotones. O

Remarque
On a alors pour tout n, |u, — 2| < v, — uyl = v, — u, ce qui donne des information intéressante
sur la vitesse de convergence : plus v—u converge rapidement vers 0O, plus u converge rapi-

dement vers ¢.
Cela permet aussi de connaitre un rang a partir duquel u,, est une approximation de ¢ &
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une précision donnée.

Exemples
E1— Approximations décimales : |d,,(x) — x| < D, (x) —d,(x) = 107" : convergence trés rapide (au
moins exponentielle).
Si on veut n décimales, on calcule d,(x) (évidemment!).

no1 oo q 71'2 L 71,'2 1
E2—- S, =) — — ). — =—. Vu le calcul précédent, pour tout n, |S,——| < —. La converge
ok k26 6 n

est (au moins) en 1 donc plutét lente.

Si on veut n décimales, on calcule... Sjp» !

e3— Dichotomie : On construit des segments emboités en divisant leur taille par 2 & chaque
, (1
etape : Iy = [a, bl, pour tout n, I,,,1 < I, avec ¢(I,41) = % avec I, =[ay, byl.

Alors (ap), (by) sont adjacentes, [ I, = {¢} et la convergence de (a,) et (b,) vers ¢ est au
nelN

. b-a N .
moins en v donc trés rapide.

V' Relations de comparaison

1 Définition
" Définifion
Si u,ve KN et si v, n’est jamais nul & partir d'un certain rang, on dit que
ﬁ) est bornée.
n

« u est dominée par v et on note u=0(v) lorsque (U
n

r . u
 u est négligeable devant v et on note u=o(v) ou u, < v, lorsque — — 0.

n

. u est équivalente d v et on note u ~ v lorsque —= — 1, soit encore u—v = o(v),
Un

c'est-a-dire u=v+o(v).

Remarques

R1— La définition se généralise au cas ou (v,), est quelconque en écrivant u;, = v, x w, avec
(w,), bornée (respectivement —0,1).

R2— /N\u=o0(v) et u=0(v) traduisent une appartenance.

Exemple
n=o(n®) et n*=o0(n3) mais n # n?!

R3— u=0(v) signifie qu'il existe K € R tel que a partir d'un certain rang, |u,| < K|v,l.
u = o (v) signifie que pour tout € > 0, il existe un rang a partir duquel |u,| < elv,l.

Ra— lln'y a pas unicité de I'équivalent d'une suite. En général, on choisit le plus simple.
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Exemple

1 1 36
1+;~1~1+ﬁ~1+m...

R5 — Cela ne donne que des informations asymptotiques sur les suites : au voisinage de +oo,
donc a partir d'un certain rang.

Exemples

E1— Sip<gq, n?=0(n).

i 1
£y sinn _ O(—)
n n

E3— n2+1~n2.

2 Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géométriques

Soit ge R.
e Sig=1q"—1.
e Silg|<1 g"—o.
e Sig>1, qg" — +c0.
e Sig<-1, (g™ n'a pas de limite. Si g < -1, la suite n'est ni majorée, ni minorée.

Démonstration

e« Sig=1, ok.

. Silg|<1,|q"| =|q|" ="l 0.

e Sig>1, g"=e""1 - 100,

e Sig<-1, ¢°f - +o00 et g***1 — —0co donc (g™ n’est ni majorée, ni minorée. En particulier,
elle n'a pas de limite. O

Propriété : Critere de d'Alembert (HP)

Soit u une suite réelle a termes strictement positifs. On suppose que

Un+1
T L leR*U{+oo).
Up

e Sit<1, alors u, — 0,
e Si¢>1, alors u;,, — +oo.
e Si¢=1, c’estle cas douteux : on ne peut rien conclure.

Démonsiration

. . 5 . . u
e Si¢<1,s0it gtelque ¢ < g <1. A partird’un certain rang ny, on a il < g donc uu+1 < quy,.
Un
Alors, par récurrence, si n > ng, 0< up < g" ™u,, — 0. Donc u — 0.

« Si¢>1,s0it g tel que 1 < g < . A partir d'un certain rang no, on a 241

> q donc uy+1 = quy.

n
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Alors, par récurrence, Si n > ng, up > q" ™ up, — +0o0. DONC u — +oo.

1
n+l n+1

—1etn—+oco.
n n

1

Remarque
Intéressant lorsque u,, s'écrit avec des produits/exposants.

Exemple

n! — +oo.

Propriété : Croissances comparées

Soient a, >0, g > 1.

Inf S L. 2.2 L2 ¢
nnsn®*<q"<n<n® et KK — K — <K )
n* nl  qg" n%® I1nfn

Exemple

Inn < n< nlnn < n?.

Démonstration

« Par croissances comparées des fonctions, on a déjd Inf n « n® « g".
" Un+1 (4
Un (n+1)
n

e Siu,= % >0 alors — 0< 1. Par critére de d'Alembert, u, — 0.

n n!
e nl=2x-xn<n"'=—donc ——0. O
n n

Remarque

La plupart des équivalents usuels, tous au voisinage de 0, apparaissent comme limites de
taux d’accroissements.

Si f:1— K est dérivable en a€ I, f'(a) #0 et h,, — 0 alors

fla+hy) = f(a) ~ fl(@)hy.

Démonstration
fx)-fla)

X—a X

— f'(a) e K*. (]
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Soit a e R* fixé et (h,) telle que h, — 0.
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e sinh, ~ hy, e In(1+ h,) ~h, e Arcsinh, ~ h,
e tanh, ~h o efm—1~h
o 2 o a 8 ., e shhy, ~h,
e coshy—1~-—— © (4hn)7 =1~ ah,
2 e Arctanhy, ~ hy, o thhy, ~hy,

Si f(x)=apxP + ap+1x”+1 +--+agxfavec p<gq, ap,#0eta; #0, h, — 0 ef x, — too, alors

f(hn)~aph§ et f(xn)~aqu.

Démonstration

Conséquences de la propriété précédente.
cosx—l;:—ZQnZE. O

3 Propriétés

Propriété : Propriétés de o et O

Soient u,v,w,a,be KY, v,w,b ne s'annulant pas & partir d'un certain rang, et a, B € K.

(i) Sia#0, u=o(av)=u=0w) et u=0(@v) = u=0).
(i) u=o(1) <= u—0etu=0()< ubornée.
(i) Si u=o0(v)ou u~wv, alors u=0(v) et la réciproque est fausse.

(iv) Transitivité
u=oetv=o(w) = u=o0(w)

u=0Wetv=0w)=>u=0w)
(v) Combinaison linéaire
u=o(w)etv=o(w) = au+prv=ow)
u=0w)etrv=0(w) = au+pv=0(w)

(vi] Produit
u=o(v) eta=o(b) = ua=o(vbh)

u=0w)eta=0b) = ua=0 (vb)

Démonstration

Toutes ces propriétés se démontrent facilement en passant par le quotient qui doit étre
bornée/— 0. O
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Propriété : Propriétés de ~

Soient u,v,w,a,be KY, v,w,b ne s'annulant pas & partir d'un certain rang.

(i) ~ estune relation d’équivalence.
(i) Siu~vetv—¢eRouC, alors u—¢.
(iii) u—»[ —u~"¢.

(iv) Si u~wv, alors a partir d'un certain rang, u, et v, sont de méme signe.

(v] Siu~veta~b, alors ua~vbefz~%.
a

(vVi| Siu~vetachfixé, (u,>0etv,>0sia¢ N, nonnulssiaeZ), u* ~v®

(vii) Si u, <v, <w, et w,~uy, alors v, ~ u,.

Remarques

R1— Aun~vn@un—vn—>0

Exemples
E1— n+l~nmais (n+1)—n#+0.

1 1 .11
E2 — ———2—»0mo|s—76—2.
n n n o n

n

. . 1 . 1 1\"
R2 — ASIan’esTposflxe:1+—~1mc1|s 1+—| ~edonc (1+—| #1"=1.
n n n

R3— /\ On n'ajoute pas les équivalents.

Exemple
1 N 1 1 N 2 mais 1 y 2
n n2 n n? n?’ n?’

R4 — ASi on trouve une suite équivalente a0, on s'est frompé ! (En général, on a ajouté/sous-
trait des équivalents...)

Cela n’a pas de sens avec la définition du programme, et méme avec la généralisation,
cela voudrait dire qu'on peut écrire a partir d'un certain rang u, =0 x w,, = 0 donc que
la suite est nulle & partir d’'un certain rang.

En particulier, si u, — 0, on ne peut pas donner facilement un équivalent en général.

R5 — AOH ne compose pas des équivalent par la gauche avec des fonctions, méme conti-
nues.

La propriété suivante n’est pas officiellement au programme mais & savoir retrouver :

e elnmem = u,-v,—0
e Si u, ~ v, avec pour tout n, u, >0 et v, >0, a partir d'un certain rang v, #1 et si
vy — € € R* U{+oo} avec (¢ #1], alors Inu, ~ Inwv,.

En effef,

Suites - page 21



Lycée Leconte de Lisle — Ste Clotilde — Réunid

. elin T
evn
ny ln(l + ﬁ) "
. o1+ Un —»1COrln(1+—n)—>0eTlnvn—>ln€¢00Uioo.
Inv, Inv, Un
Exemple

Détermination d'un équivalent de I'intégrale I, de Wallis : relation de récurrence, décrois-
sance, I, ~ I,,_1 puis nl,I,_, constant, et conclusion.

Propriété : Formule de Stirling

n n
n'~n"e "2nn= (—) 2nn

e

Démonstration

Admis provisoirement. Les séries permettent de montrer que n! ~ K\/ﬁ(g)n et les intégrales
de Wallis permettent de voir que K = V2. O

Exemple
_e2em (2n)! ~ 4"
=)=~ T

VI suites extraites, théoréme de Bolzano-Weierstra
1 Définition

Définition : Suite exiraite

Soit ue RN. On appelle suite extraite ou sous-suite de u toute suite v e RN telle qu'il
existe ¢ :IN — IN strictement croissante telle que YnelN, v, = uym).
@ est appelée extractrice.

Exemples

E1— (Uz2n)y = (Uo, Uz, Uy,...)
E2 - (U2n+1)p = (U1, us, us,...)
E3 — (Usn)y = (Uo, us, Us, -..)

E4 — (unz)n = (ug, Uy, Uy, Ug,...)

Remarque

Suite extraite d'une suite extraite : si ¢ et y sont des extractrices, (v,) = (upm) et (wn) = (vym)-
AlorsVnelN, wy = tpoyn) # Uyopn) !
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Exemple
v o= (un) = (upup,ususug...) et w = (ve) = (vo,v1,vs09...) alors
w = (U, Uz, ug,...) = (Uppz) # (Ueny?2)-

2 Propriétés

Lemme

Si @ est une extractrice, alors Vne N, ¢(n) > n.

Démonstration

Parrécurrence simple, c’est vrai pour n=0 et si ne IN pour lequel c’est vrai, p(n+1) > @(n) > n
donc ¢(n+1) > n+1 caron est dans IN. O

(i) Toute suite extraite d’une suite (strictement) croissante, (strictement) décroissante,
majorée, minorée, bornée, constante, stationnaire I'est encore.

(i) Toute suite d’une suite extraite d’une suite u est une suite extraite de u.
(i) Si u— ¢€R, toute suite extraite de u tend vers ¢.

(iv] Réciproquement, si uz, — ¢ €t upps1 — € avec ¢€R, alors u— ¢.

(V) Siun~ vy, et extractrice, upm) ~ Vo).

Remarques

R1— (iv) se généralise pourvu qu’'on ait un nombre fini de suites extraites qui recouvrent tous
les termes de u.

R2— Une limite d'une suite extraite s’appelle une valeur d’adhérence de u. Les suites conver-
gentes n'en ont qu'une!

R3— La propriété (iii) sert a parfois & montrer qu'une suite n’a pas de limite : il suffit de trouver
deux suites extraites n'ayant pas le méme comportement asymptofique.

Exemple
(=D".

Démonsiration

(i) Pour u croissante, par exemple :si ne N, p(n+1) > ¢@(n) dONC Upp+1) = Upm)-
(i) Voir remarque précédente.
(i) SizeR,soite>0.0OnaNelNtelquesin>N, |u,—¥¢|<e.

Alorssin> N, p(n) > n> N et |uym — €| <& donc uym) — ¢.

Siu, — +oo, sOit AcR.Ona NelN telque sin> N, u, > A.
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Alorssin> N, ¢(n) > n> N et uyp = A donc ugym — +oo.

Si uy,, —» —oco0, —uy, — +oo...
(iv) Pour 2eR.Soite>0.Ona N;,N, e N tels que sin> Ny, |up, — 1 <eetsin> Ny, |upp — ) <e.
Alors si n > N =max(2N7,2N; + 1),
e soit n est pairet n=2k avec k> Ny,
e soit n estimpairet n=2k+1 avec k> N,
donc |u, — ¢ <e.
Donc u, —¢.
ldemsi ¢ =+00. O

Exemples

n (—l)k
E1— (S;) =
P

convergent vers une méme limite.

) converge : on montre que (S2,) et (S2,41) sont adjacentes, donc

Remarque : Théoréme spécial sur les séries alternées

n
Si S, = Z (-D*a, avec (a,) décroissant et tendant vers 0, alors (S,) converge.
k=0

. L. . o1 . 1
e2 — Ultra classique : Série harmonique : (H,) = (Z E) diverge. Hy,,— H, > 5 donc (H,) ne peut
k=1
pas converger. Comme c’est une suite croissante, H,, — +oo.

3 Théoreme de Bolzano-Weierstra

Théoreme : Théoreme de Bolzano-Weierstrafl

De toute suite réelle bornée on peut extraire une suite convergente.

Démonstration

ue RN bornée.

« lere étape : Dichotomie. Comme u est bornée, on a ay < by tels que pour tout n e NN,
ap < up < by.

ap+ by

Soit Co =

infinité de termes u,,. Soit (a1, b;] ce segment.
Puis, par récurrence, on construit de la méme maniere deux suites (a,), et (b,), telles
que pour tout ne N,
* ap < ap+1 < bpi1 < by,
bn - an
* bpy1—aps1 = 5
* le segment [ay, b,] contient une infinité de termes u,,.

by — ag

. Parmi les segments [ay, ¢yl €t [co, bol, aU Moins I'un des deux contient une

AlorsVnelN, b,—ay,= — 0 et (a,), et (by), sont adjacentes.
Elles convergent donc vers une méme limite ¢ € R.

« 2eme étape : Extraction. On construit ¢ : N — IN strictement croissante telle que
VnelN, Up(n) & [dn,bn].
* @0)eN: Up(0) € lag, by].
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* @) €{p>¢0) | uy,€lar,bil} qui existe car [ay, bi] contient une infinité de termes u,.
* puis par récurrence, ayant trouvé ¢(n-1),

pn)e{p>@n-1)| up€lanbnl}

qui existe car [ay,, b,] contient une infinité de termes wuy.
Par construction, (u,(n)) est une suite extraite de u.

« 3eme étape : Conclusion. On a alors par définition,

VnelN, a,<upm < bn

donc par encadrement uy,) —£. O

2¢ méthode : En extrayant une suite monotone.
On considere les termes de la suite comme des immeubles au bord de mer ( en +oo). Deux

catégories :
« Ceux quiont vu sur la mer, c'est-G-dire u, tel que Yp>n, u,<u,.

o Lesautres : u, telque Ip>n, up > uy.

Alors
« soit il y a une infinité de termes de la premiere catégorie, et il vont former une suite

extraite décroissante.
« soit il y en a un nombre fini et a partir d’'un certain rang, tous les termes seront de la

deuxieme catégorie, ce qui permet de former une suite extraite croissante.
Dans tous les cas on extrait une suite monotone et bornée, donc convergente.

VIl Critéres séquentiels
1 Caractérisation séquentielle des bornes inférieure et supé-

rieure
Rappel :

Soit A partie non vide R, a,B€R.

VxeA x<a
a=supA<—
{ Fa)ne AN, a,—a
VxeA x=2p
p=infA
{ EI((/ln)nEA]N» an— P

Démonsiration

2 Caractérisation séquentielle de la densité

Soit Aune partie de R. A est dense dans R si et seulement si tout réel est limite d’'une
suite d'éléements de A.
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Démonstration

e () :SixeR, pourtout nelN*, on a a, € A tel que x—% <a, < x+% car A est dense dans
R. Alors, par encadrement, a, — x.

« (<) :Sitout réel est limite d’une suite d’éléments de A, et si x < y. Soit (a,) € AN telle que
an, — 5. Avec e = 1%, on a un rang & partir duguel

X+ - X X+ - X
N N o . O
2 2 2 2
avec a, € A. Donc A est dense dans RR. O

Corollaire

(i) Tout réel est limite d’une suite de rationnels et d’une suite d’irrationnels.
(i) D est dense dans R.

Démonstration

(ii) - il suffit de prendre une suite d'approximations décimales. O

VIl Extension aux suites complexes

Notation
Soit z = (z,) e CN. On note
o Re(z) = Me(zy) e RN o z=(z,;) e RN
o Jm(z) = Om(z,) € RN o |zl =(lzy) e RN
° Définition

Une suite (z,,) € C est dite convergente vers ¢ € C si et seulement si |z, — ¢| — 0, c'est-a-
dire
Ve>0, ANelN, Vn>N, |z,—-¢|<E&.

Remarques
R1— Pas de limite infinie dans C. On peut au mieux avoir |z,| — +oo.

R2— Les propriétés sur les limites (opérations, une suite convergente est bornée, etc.) sont les
méme que sur R.

Par exemple, si z, — ¢ et z,, — ¢', alors

|znz'n—€€'| < Izn—€||z'n|+|€||z'n—€| —0...

Soit (z,)eC" et ¢€C.
(i) zn— €<= Rez,, —Relet Imz, —Im/l

(i) zn— €= lzal — 2|,
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La réciproque est fausse pour ¢ #0, mais z, — 0 < |z,| — 0.

Démonstration

(i) o |Rezp—NRel|=|Re(z,— O < |2, — 2| . |zn—€|:\/(D‘iezn—%eﬁ)2+(3mzn—3m€)2
o |Jmz,—dm/l|=|Im(z,—0)| <|zp—¥|

(i) llznl=101< ]z, =01 O

Rappel :

“  Définition
Une suite (z,) € CN est dite bornée si et seulement s'il existe M € R* tel que
VnelN, |z, <M.

Toute suite complexe convergente est bornée

Démonstration

Si zp — ¢, alors |z,| — |£| donc la suite réelle (|z,]) est bornée donc par définition (z,) I'est aussi.
[l

Soit g e C.
e Sig=14g"—1.
e Silg|<1 g"—o.
« Si|q|>1 (g™ n'est pas bornée et donc diverge.
« Si|g|=1et g#1, (g™ diverge en étant bornée.

Démonstration

e Sig=1:0k

« Silg| <1, |g"-0|=|q|" —0donc g"—o.

« Si|g|>1,|g"|=]g|" — +o0 donc (g™ est non bornée et diverge.

« Si|g|=1et g#1, on adelo,2n| tel que g=¢. Alors |g"| =1 donc la suite est bornée (on

reste sur le cercle tfrigonométrique) et si g" = e — ¢, alors |g"| =1 — ¢ = 1 par unicité de
1
qn+

=5 1 ce qui est contradictoire. O

la limite. En particulier ¢ £0 et g =

Remarque

En particulier, si0 ¢ n7Z, les suites (cos(nh)), et (sin(nh)), divergent. En effet, sil'une convergeait,
d I'aide de cos((n+1)0) ou sin((n+ 1)0), on obtient que I'autre converge aussi et alors (e™)
convergerait également.

Suites - page 27



Lycée Leconte de Lisle — Ste Clotilde — Réunid

Théoreme : Théoréeme de Bolzano-Weierstral
De toute suite complexe bornée on peut extraire une suite convergente.

Démonstration

Si (z,) est bornée, alors soit (x,,) = (Rezy,) et (yn) = (Gmz,). Ces deux suites sont bornées. Par le
théoréme réel, on peut extraire une suite convergente (x,m) de x. Puis (y,m) est bornée en
tant que suite extraite d’une suite bornée, on peut donc en extraire une suite convergente :
(Vpowm)- Alors par extraction, (xe.ym) €st €galement convergente et donc (zpeym) converge.

O

IX suites récurrentes

1 Cas général

Le but est d'étudier les suites récurrentes réelles d’ordre 1 générales :
VnelN, upq= fug)

avec f:D—R.

Siu,— ¢eDetsi festcontinue en ¢, alors f(¢)=¢ (¢ est un point fixe de f).

Démonstration

Unicité de la limite avec u,4+1 — € et f(u,) — f(0). O

g Méthode : Etude d'une suite récurrente u,.1 = f(uy)

« On commence en général par faire un dessin, et par voir quelles propriétés vérifient
directement la suite.

» Ensuite, les premieres choses a cibler sont les intervalles stables par 1 : I tel que f(I) < I.
Alors, par récurrence, si a partir d’un certain rang u,, € I, la suite est bien définie et
Vn=>ny upel.

Vu la proriété précédente, bien souvent, I'une des bornes de I'intervalle sera un point
fixe de f. (Il faut donc chercher les points fixes!)

On pose en général g(x) = f(x) — x : les points fixes de f sont les zéros de g.

Il faut aussi s’assurer que la suite est bien définie |

» Ensuite, on s’intéresse a la monotonie de f.
* La monotonie de la suite peut se trouver directement en remarquant que
Un+1— Un = f(uy) —u, = guy) : il est donc primordial de connaitre le signe de g.
* Si f est croissante sur I stable par f et u,, € I, alors (u,),>n, €5t monotone.
(Si tny < Uny+1. i€ g (un,) =0, pour tfout ne,
Unp = fn—no (Uno) < fn—no (un0+1) = Up+1
et si up, > tny+1, i€ g(un,) <0, pour tout neN,
Unp = fn—no (uno) = fn—ng (un0+1) = Upt1.)
* Si f est décroissante sur I stable par f et uy, € 1, alors (U2n) > m €t (Uzn+1) - no1 sont
=7 Z72

monotones, de monotonie contraire. Elles sont en fait solution de v,41 = fo f(v,) avec
fof croissante.
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Lorsqu’elles convergent vers une méme limite (c'est-a-dire qu’elles sont adja-
centes), alors (u,) converge vers cette limite. Notons que les points fixes de f sont
des points fixes de fo f (mais la réciproque est fausse en général.)

Exemples
2
u,+8
E1— yeRetvnelN, uy= "6
x*+8 x2-2x+8  (x—2)(x—4)

On pose donc f(x) =

et gx)=fx)—x= . En particulier, les

points fixes de f sont 2 et 4. f est paire, continue, dérivable sur R et f': x — %. Les suites
(u,) sont toujours définies sans probleme.

—00 —4 -2 0 2 4 +00
+o0o +00

\ A /4/
f N 2

X

g(x) + 0 - 0 +

Sp e
— v reE)

— y=zx

Intervalles stables intéressants : 0,2, 12,4[ et 14, +ool.

o |Siugel-2,2[,| u; €10,2[ stable par f,donc vn>1, u,cl0,2].
Comme f est strictement croissante sur [0,2[, parrécurrence, u,+1—u, dle méme signe
que uy —u; = g(uy) >0, donc (un) =1 est strictement croissante. Remarquons qu'ici, on
améme (uy,),>o strictement croissante.
Comme (u,) est croissante et majorée par 2, elle converge vers ¢ € [0,2]. Comme f
est continue, ¢ est un point fixe de f, donc ¢=2.
[un — 2 en croissant s’rric’remen’r]

o (Siupel-4,-2(U12,41,) us €]2,4[ stable par f, donc ¥ n>1, uy,€l2,4L.
Comme [ est strictement croissante sur 12,4, par récurrence, u,. — u, d le méme
signe que u — u; = g(uy) <0, donc (up)x>1 est strictement décroissante.
Comme (uy),>1 est décroissante et minorée par 2, elle converge vers ¢ € [2,4]. Comme
f est continue, ¢ est un point fixe de f. Comme ona ¢<u; <4, £=2.
[un — 2 en décroissant strictement au moins a partir du rang 1.}
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. [Si Uy €] — 0o, —4[u]4,+oo[,] uy €14, +oo[ stable par f, donc Vn>1, u,e€l4,+ool.
Comme f est strictement croissante sur 14, +oo[, par recurrence, u,+; — u, A le méme
signe que up—u; = g(u;) >0, donc (uy),>1 est strictement croissante. Remarquons qu'ici,
on a méme (uy) >0 Strictement croissante.
Siup,— ¢ €R, comme f est continue, ¢ est un point fixe de f. Comme ¢ € [4,+oo[, £ = 4.

Or 4 < u; < ¢ ce qui est contradictoire.

Comme (up),>1 est croissante et non convergente, u, — +oo.

[un — 400 en croissant s’rric’remen’r.}

o Si(upe{-22,vn>1, u,=2.)

. Si[uoe{—4,4},\m>1, un=4.]

E2— upeR et uyi1=1-u,.

2.0 -

— y=1l-z

L5} y—z

1.0F -

0.5f -

0.0

—0.5F -

—1.0f -

—1.5F -

2 Cas d'une fonction contractante

Définition

Une fonction f est dite contractante sur un segment [a, b] si et seulementsiona k<1

tel que Yx,x' € [a,b], |f(x)-f(x)|<k|x—x|.

Cela se traduit graphiquement par le fait que les pentes des cordes ne sont « pas frop élevéesy.

55 Méthode : Cas d'une fonction contractante
Cela est intéressant si I = [a,b] est stable par f. Si c’est le cas, si € € [a,b] point fixe de f
(on peut montrer qu'il existe et est nécessairement unique), si ug € [a,b] stable par f, alors

VnelN, u,€la,b] et

VreN, |u,—€=|f(un1)- )

<klup— =2
<k"ug—-¥¢1—0

Donc directement u,, — ¢, on a méme une convergence exponentielle.

On peut parfois conclure rapidement grace a I'inégalité des accroissements finis :
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Théoreme : Inégalité des accroissements finis

Soit f:1— R, avec I intervalle. On suppose que
« festcontinue sur I
« f est dérivable sur I (bornes non comprises)
« OnakeR*telque Vxel, |f(0]|<k

Alors ¥V x,x' € [a,bl, |f(x)-fx")|<k|x-x.

Démonstration

Admis provisoirement. d

Remarque

On peut démontrer que si ¢ est un point fixe de f dérivable, alors
« si|f'(0)| <1, le point fixe est attractif,
* si|f'(0)] > 1, le point fixe est répulsif,
* si|f'(0)] =1, c’est le cas douteux. Tout peut arriver.

Exemple

1
upe R* etvnel, un+1=2+—2.

n

Par récurrence, (u,) est définie et u, >2 a partirdu rang 1.
frx—2+ % est définie sur R*, paire, décroissante sur R.

[2,+o0o[ est stable par f et comme u; € [2,+00[, V=1, uy€ [2,+00l.

L L L L L L L I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

f(x) = x <= x*-2x>-1=0 et une rapide étude de fonction montre, a I'aide du théoréme de
la bijection, qu'il y a un unique point fixe a € [2,+oo[ pour f.

. - . 1
f est continue sur [2,+oo[, dérivable sur 12, +oo[ et si x> 2, f/(x) < Z(< 1).
D'apres I'inégalité des accroissements finis,

Vx,x'€[2,+00], |f(x)—fx))|< 211 |x— x|

On en déduit que Vne IN*, |u,—al < (i)"—1 lu; —al donc (plutdt rapidement.)
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Remarque : Fractal de Newton

On itére une suite qui doit converger vers I'une des racines de X° -1 et on colore le point
suivant cette racine (dégradé pour la vitesse de convergence.) Cela met en évidence la
notion de bassin d’attraction.

Pour f dérivable, il s’agit de considérer

_ f(un)
f’(un)

Up+1 = Up

Version monochrome :

Avec P(X)=X8+15X%*-16:
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Lapin de Douady avec P(X) = (X-1) (X -a+3) (X +a+3) oU a=—0,00508 +0,33136i :
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