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Suites

. ege E Variation des suites réelles
ﬂ Definitions
Définition : Majoration et minoration de suites
n Suites Une suite ue RN est dite
o minorée ssi {u,, ne N} 'est ssi n— u, |'est

SSI

K désigne R ou C.
dmeR, VnelN, u,>m.

. ’ . ] N 1
Définition : suite * majoree ssi {u,, ne N} I'est ssi n— u, I'est

ssi
On appelle suite d’éléments de K toute fa- IMeR, VneN, u,<M.
mille d'éléments de K indexée par IN, c'est-a-
dire toute application de IN dans K.
L'ensemble des suites d'éléments de K est

o bornée ssi {u,,, neIN} I'est ssi n— u,, I'est ssi
elle est a la fois minorée et majorée.

notée KN,
Propriété : Caractérisation des suites bornées
N — K u = (un), € RN est bornée si et seulement si
Une suite d’éléments de K est notée . lul = (uyl), I'est si et seulement si
OU (Un) pelN OU (Un)n OU (uy) MAIS PAS ), 111 JAeR, VnelN, |u,l <A.

Une suite d’éléments de K définie & partir d'un cer-
tain rang (apcr) ng € N est une application de [ng, +oo]
dans K, notée (un) > p,-

Définition : Suites complexes bornées

(up)n € CN est dite bornée si et seulement si
(unl), € RN I'est.

Définition : opérations +, x et -

]N 7 e . . . .
Sur ﬂ]\zf om Eiiniit €les (65 4, x & o el 3 Définition : Monotonie des suites
u,veKM et 1eK,

e VnelN, (u+v),=u,+uv, Soit u une suite & termes réels. u est dite
e VnelN, (uxv),=u,xuv, e croissante ssiVvnelN, wu, < up+i.
e VnelN, (Aw,=Au, o décroissante ssivnelN, u,> u,..
« monotone ssi elle est croissante ou dé-
croissante.
o strictement croissante ssivnelN, wu, < u;41.
Les propriétés de ceslois sont les propriétés habituelles « strcitement décroissante ssi
(pour + et x : associativité, commutativité, éléments neutres VRelN, u,> .
efc.) o strictement monotone ssi elle est stricte-
A uxv=0=0),eN 7~ u=00ouv=0! ment croissante ou strictement décrois-

sante.

On dit que KN n'est pas intégre. )
e constante ssivVnelN, u, =u,.1(= up).
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o stationnaire ssi  elle est constante Propriété : Caractére borné d'une suite conver-
a partir d'un  certain rang e gente
AngelN, Yn=ng, up=ups1(=uy).

Toute suite convergente est bornée. La réci-
proque est fausse.

m Limite d’une suite réelle

n Corollaire
Suites convergentes Une suite non bornée diverge.

Définition : Suite convergente

Soit (Un) new ER]N- wryz
On dit que (u,), converge vers ¢ € R si et Propriete
seulement si

SiueRN tel que u, — R et ac R, alors
Ve>0, ANeN, Vu>=N, |u,—0<e e Si ¢>a, a partird’'un certain rang u, > a.
e Si ¢ <a, apartird'un certain rang u, < a.
ce qui est strictement équivalent &

Ve>0, ANeN, Vun>N, |u,—¥¢|<e

On note dlors u, — ¢.
Lorsqu'un tel ¢ existe, la suite (u,) est dite Si u, — ¢ >0, alors & partir d'un certain rang

convergente. Sinon, elle est divergente. Uy, > 0.

A partir d'un certain rang, tous les termes de la
suites sont dans le segment [¢—¢,¢ +¢], et c’est va-

N , Théoreme : Limite par encadrement
lable pour £ aussi petit que I'on veut.

(i) Siu,v,weRN et ¢eR tels que

Up o v/
e w— /¥
+ + e a partir d'un certain rang, v, < u, < wy,
l+e . alors u—¢.
ar @ .
Y, + + (i) Si u,ve RN telles que
/—¢ T ¢ V— +00

e O partir d'un certain rang, u, > v,
alors u— +oo.

(iii) Si u,we RN telles que

e W— -0
e O partir d'un certain rang, u, < wy

+
N
alors = oo
(i) up—-0<—=u,—¢—0<=l|u,—¥¢ —0.

(i) Siv,—0etVvneNlN, |u,-?0|<v,alors u,—¢. E , . L.
(iii) Si tty — €, AIOTS [tn] — 2. Operations sur les limites

Propriété

Propriete : Unicite de la limite Soient u,v e RY.

Si uconverge vers ¢ € R, ¢ est unique appelé (i) SireR et u,—¢eR, alors Au, — AL.
LD ED 7 (i) Si 0 et v bornée, alors 0

On note alors (et seulement si la conver- ” ' u—oerv e S ure
gence est démontrée) ¢ =limu,,. (iii) Si u— +oo et v minoree, u+ v — +oo.
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Propriété

Siu—t,eRetv—0,eR, AeR, alors lorsque
ces opérations sont bien définies,
e u+tv—¥l1+40>,
* UV — [1[2

o —* N . o
e Siu, — ¢eR, alors a partir d'un certain

1 - si ¢ finie
rang, u, Z0 et — —< ¢
Un 0 sinon
e Si u, — 0 et a partir d'un certain rang

1
u, >0, alors — — +oo.
Up

e Si u, — 0 et a partir d’'un certain rang

1
u, >0, alors — — —oco.
Un

m Les suites monotones

Il Théoreme de la limite mono-
tone

Théoréme : Théoréme de la limite monotone

Soit u € RN une suite croissante (respective-
ment décroissante).

(i) Si u est majorée (respectivement minorée)

alors u converge vers supu, (respective-
nelN
ment inf u,).
nelN

(i) Si un’est pas majorée (resp. minorée), alors
u— +oo (respectivement u — —oo).

Corollaire

Si u est une suite croissante majorée (res-
pectivement décroissante minorée), alors
vnelN, u,<limu (respectivement u, >limu).

De plus, les inégalités sont strictes en cas de
stricte monotonie.
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E Suites adjacentes

Définition : Suites adjacentes

Soient u,ve RN, u et v sont adjacentes si
e L'une est croissante, I'autre est décrois-
sante,
e v—u—0.

Propriété

Si u,v sont adjacentes avec u croissante,
alors u et v convergent vers une méme limite
lteRetVneNlN, u,<l<uv, lesinégalités étant
strictes si u et v ont strictement monotones.

m Relations de comparaison

Il Définition

Si u,ve KN et si v, n'est jamais nul & partir

d'un certain rang, on dit que
« u est dominée par v et on note u =0 ()

u s
lorsque (—”) est bornée.
Un/ln
« u est négligeable devant v et on note
u
u=o0(v) OU u, < v, lorsque — — 0.
Un
» u est équivalente d v et on note u ~ v
u q
lorsque — — 1, soit encore u—-v = o(v),
v

n
c'est-a-dire u=v+o(v).

E Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géomé-

triques

Soit g e R.
e Sig=1q"—1.
« Silg| <1 g"—o.
e Sig>1, q" — +oo.
e Sig< -1, (g™ n'a pas de limite. Si g < -1,
la suite n'est ni majorée, ni minorée.
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Propriété : Critere de d’Alembert (HP) (i) Si u=o0(w) ou u~wv, alors u=0 () etla réci-
proque est fausse.

Soit u une suite réelle a termes strictement

positifs. On suppose que —L —. ¢ e R+ U {+oo}. (iv) Transitivité
o n
¢ S{€<l,alor5un—»0, u=o() etv=o0(w) = u=o(w)
e Si¢>1, alors u, — +oo.
» Si¢ =1, c’estle cas douteux : on ne peut 2=0(v) et v =0 W) = u=0Ow)

rien conclure.
(v) Combinaison linéaire

u=o(w)etv=o(w)=au+pv=o0w)

Propriété : Croissances comparées

Soient a, >0, g>1. u=0w)etv=0(w) = au+pv=0w)

In? n <« n® < q"<nl<n” (vi] Produit

1 1 1 1 1
Lk —x— <« }
n" nl o q" n% Infp

u=o(v) eta=o(b) = ua=o(vb)

u=0w)eta=0b) = ua=0(vbh)

Propriété

e - , - -
Si f:I— 1K est dérivable en a€ I, f'(a) #0 ef Propriété : Propriétés de ~
h, — 0 alors

L " Soient u,v,w,a,b € KN, v,w,b ne s’annulant
fla+hn) - fla)~ f(@hn. pas & partir d'un certain rang.

(i) ~ estune relation d’équivalence.
(i) Siu~vetv—eeRouC, alors u—¢.
(i) u—¢[#0] = u~c.

(iv] Si u~ v, alors & partir d'un certain rang, uy
et v, sont de méme signe.

Propriété : Equivalents usuels

Soit a e R* fixé et (h,) telle que h, — 0.

e sinhy, ~ hy, o (1+h,)%-1~ah,
. u v
e tanh, ~ h, (v) Slu~vefa~b,o/orsua~vbef—~5.
a
_— Iy, e Arctanhy, ~ hy (Vi) Siu~vetacRfixé, (u,>0et v,>0si a¢lN,

* C0Sfp=l~——~ « Arcsinhy, ~ h, non nuls si a € =), u® ~ v

vii) Si u, <v, <w, et w,~u, alors v, ~ uy.
e In(1+hy) ~ by, e shh,~h, ( ) nXx Un n n n n n
e ef—1~n, e thhy, ~ hy,

La propriété suivante n’est pas officiellement au
programme mais a savoir refrouver :

Si f(x) = apxP + ap+1x”“ +--+agx?avec p<q,

ap#0etag#0, hy,—0et x, — +oo, alors o eln ~eln e 1y, —p, — 0
e Si u, ~ v, avec pour tout n, u, > 0 et
flha) ~ aphly et flxy) ~ agx;. v, > 0, & partir d'un certain rang v, # 1
et si v, - ¢ € R* U{+oo} avec , alors
Inu, ~Inv,.

B Propriétés

En effet,
Propriété : Propriétés de o et O
elin _
Soient u,v,w,a,b € KN, v,w,b ne s’annulant * otn =eln™in
pas a partir d'un certain rang, et a, g e K.
(i) Si a # 0, u = o(av) = u = o(v) et In 1+ﬂ)
u=0(av)=u=0(). LT Un —>1cOI'1n(1+ﬂ —o0et
Inv, Inv, Un
(i) u=o(l) = u—0etu=0(1) < ubornée. Inv, —In¢ #0 OU *+oo.
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Propriété : Formule de Stirling
n\n
nl~v2rnn"e " = 2ﬂn(—)
e

m Criteres séquentiels

Il Caractérisation séquentielle des
bornes inférieure et supérieure

Rappel :

m Suites exiraites, théoreme
de Bolzano-Weierstra

Propriété

n Définition Soit A partie non vide R, a,f€R.

VxeA x<a

Définition : Suite exiraite @ =supA {

Aane AN, a,—a

Soit u € RN, On appelle suite exiraite ou
sous-suite de u toute suite v € RN telle qu'il
existe ¢ : IN — IN sfrictement croissante telle que B =ian<=>{
VnelN, vy,=upm.

¢ est appelée extractrice.

VxeA x=p

I(an)n € Ale anp—p

E Caractérisation séquentielle
de la densité

E Propriété
opriétés

] ] si et seulement si tout réel est limite d’'une suite
Si @ est une extfractrice, alors VnelN, ¢(n) > n. d’éléments de A.

(i) Toutreel est limite d’'une suite de rationnels

(i) Toute suite extraite d’une suite (strictement) et d’'une suite d'irrationnels.
croissante, (strictement) décroissante, ma- (i) D est dense dans R.
jorée, minorée, bornée, constante, station-
naire I'est encore.

(i) Toute suite d’une suite extraite d'une suite

u est une suite extraite de u. EXfenSion aux SU"eS com-
(i) Si u— ¢€R, toute suite extraite de u tend

vers ¢. plexes
(iv) Réciproquement, si uz, — € €t uzpyy — £

avec £< R, alors u— . | Notafion
(v) Siu,~ vy, et @extractrice, upm ~ vom- Soit z = (z,) e CN. On note

o Re(z) = Re(zy)) e RN o Z=(zy) eRN

o Jm(2) = Gm(z,) e RN o lzl=(1zn)) e RN
E Théoreme de Bolzano-Weierstral
Théoréme : Théoréme de Bolzano-WeierstraB Une suite (z,) € C est dite convergente vers

¢ e Csi et seulement si |z, —¢| — 0, c'est-a-dire

De toute suite réelle bornée on peut extraire
une suite convergente. Ve>0, ANeN, Vn>N, |z,—-?l|<e.
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Soit (z,) e C" et ¢ € C.
(i) zy— €<= Rez, —>Rel et Tmz, —ITm/l
(i) zp — 0 =>|z,] — |£].

La réciproque est fausse pour ¢ # 0, mais
zp,— 0<=|z,|—0.

Rappel :
Définition
Une suite (z,,) € CN est dite bornée si et seule-
ment s'il existe MeR* tel que VrelN, |z, <M.

Propriété

Toute suite complexe convergente est bor-

=
(O8N
)

Propriété : Suites géométriques complexes

Soit geC.
e Sig=1q"—1.
« Silg| <1 g"—o.
 Silg| > 1 (g™ n'est pas bornée et donc

diverge.
« Silg|=1etg#1, (g" diverge en étant bor-
née.

Théoréme : Théoréme de Bolzano-Weierstra

De toute suite complexe bornée on peut ex-
fraire une suite convergente.

m Suites récurrentes

II Cas général

Le but est d'étudier les suitesrécurrentes réelles d'ordre
1 générales :
VnelN, upi1=f(up)

avec f:D—R.

Propriété

Si u, — ¢ €D etsi fest continue en ¢, alors
f)=1¢ (¢ est un point fixe de f).

o
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fg Méthode : Etude d'une suite récurrente
Up+1 = f(uy)
« On commence en général par faire un des-
sin, et par voir quelles propriétés vérifient di-
rectement la suite.

o Ensuite, les premieres choses a cibler sont les
intervalles stables par f : I tel que f(I) = 1.
Alors, par récurrence, si & partir d'un cer-
tain rang uy, € 1, la suite est bien définie et
Vn=>ng, upel.

Vu la proriété précédente, bien souvent,
I'une des bornes de I'intervalle sera un point
fixe de f. (Il faut donc chercher les points
fixes!)

On pose en général g(x) = f(x) - x : les points
fixes de f sont les zéros de g.

Il faut aussi s'assurer que la suite est bien dé-
finie!l

« Ensuite, on s'intéresse & la monotonie de f.

* La monotonie de la suite peut se trou-
ver directement en remarquant que
Un+1 — Un = f(up) —uy = gluy) : il est donc
primordial de connaitre le signe de g.

* Si f est croissante sur I stable par f et
Un, € I, alors Wn) p>ny est monotone.
(Si uny < upg+1. i€ g(un,) = 0, pour tout
nelN,

Un = fn—no (uno) < fn—no (uno+1) =Up+1

et si uny > upy+1. 1€ g(un,) <0, pour tout
nelN,

un = "7 (ung) = f7 (ung+1) = tn+1.)

* Si f est décroissante sur I stable par f

et up, €1, alors (UZn)n>% et (u2n+1)n>n074
sont monotones, de monotonie contraire.
Elles sont en fait solution de vy,41 = fo f(vy)
avec fo f croissante.
Lorsqu’elles convergent vers une méme
limite (c'est-a-dire qu’elles sont adjo-
centes), alors (u,) converge vers cette
limite. Notons que les points fixes de f
sont des points fixes de fo f (mais la ré-
ciproque est fausse en général.)

E Cas d’une fonction contrac-
tante

Une fonction f est dite confractante sur un
intervalle I si et seulement si on a k<1 tel que
Vi, x' el |fx)—fx)|<k|x—x|.

Cela se fraduit graphiquement par le fait que les pentes
des cordes ne sont « pas trop élevéesy.
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fg Méthode : Cas d'une fonction contrac-
tante

Cela est intéressant si I est stable par f. Si c'est
le cas, si a € I estun point fixe de f (on peut montrer
qu'il est nécessairement unique), si ug € [a, b] stable
par f,alors VnelN, uy,c¢€la,b] et

VneN, lup—al=|f(up-1) - f@| <klup_1—al

(récurrence)
<k"ug-al—0

Donc directement u,, — a, on a méme une conver-
gence exponentielle.

On peut parfois conclure rapidement grace a I'in-
égalité des accroissements finis :

Théoréme : Inégalité des accroissements finis

Soit f:I— R, avec I intervalle. On suppose
que
o festconfinue sur I
« f est dérivable sur I (bornes non com-
prises)
« OnakeR*telque Vxel, |f(0|<k

Alors ¥ x,x' € [a,b], |f(x)—fx)|<k|x—x|
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