MP2I .. A rendre lundi 31 octobre
Devoir Libre n° é

Exercice 1 - Complexes

1. Ona
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On note alors z, = ?ef‘f»*e. On a alors
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Les racines 8¢mes de ————— sont donc les \| —e'" %  pour k €[0,7].
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2. Le discriminant de I'équation est A = (1 +4i)>—20(1 +i)=—35—12i.
On cherche une racine § de A sous forme algébrique x +iy.
Dire que 62=A, c'est dire que

x2—y? = =35
2xy = —12
x*+y? = |A|=37

2

—35+37
2= — =1

2
37+35
=36
2

2 _

y_
xy < 0

On peut donc choisir § =1—6i.
On obtient alors les racines du trindmes :

—(1+4i)+1—6i —(1+4i)—1+6i
H=E——F—=—" Cflao=—""""F"
2(1+1) 2(1+1)
or 5i 5i(1—i) 5
—a1 —ol(1—1
2 :7:72:—*(1-‘1‘1)
I+i |14 2
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De méme,
—1+i (—14+i)QQ—-i) 2i
Zy) = — = — =—=1
1+i [1+i] 2

(racine évidente 2)

Les solutions sont les fonctions x — Ael* + Be~21+)x pour A, B € CJ

3. Lesracines de I'équation caractéristique (E) r? +(1—i)r —i= 0 sont évidentes : il
s'agit de —1 et i. Les solutions de I'équation homogene associée sont donc les fonctions
x— Ae "+ Be'* avec A,BeC.

Comme i est racine simple de (E), on cherche une soluﬂon.de la forme fy: x — Cxe'*.

. . . iop s . 1-—
En réinjectant dans I'équation différentielle, on tfrouve C = Tl

. 1—i )
Les solutions sont donc les| x— Ae ™ + (B + Tx) e* pour A,BeC.

Exercice 2- Equation différentielle d’ordre 1

1.

e Il s’agit d'une équation différentielle linéaire du premier ordre.
x — 1—x? est continue et ne s’annule pas sur I, =]—oo,—1[, I, =]—1,1[ et I, =]1,+o0][.
x— x et x ——1sonf continues sur I, (k<€{1,2,3}).

On résout sur I, k valant 1, 2 ou 3. On notera %, I'ensemble des solutions de (L)
sur I..

e L'égquation homogéne associée d (L) est

(H): 1—x*)y +xy=0

On obtient ses solutions sur I, a I'aide d'une primitive de x —

— SV I, : par

1
exemple xH—Eln|1—x2|
Les solutions de (H) sur I, sont donc les applications
Ik — ]K

X — Ake_(_%lnll_le)zkk\/m

pour A, € K.

e Cherchons une solution particuliere de (L) sur I.. On peut voir x — —x comme so-
lution évidente de (L). Si on ne le voit pas?2 Par la méthode de la variation de la
constante, on cherche cette solution particuliere sous la forme

Ik—>IK

x — Ax)V|1—x2|

ou A est une fonction dérivable sur I,.

fo est alors dérivable sur I, par opérations et f; est solution de (L) sur I si et seule-
ment si

fo:

Vxel, 1—x))A(x)V]1—x2|=—1
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e(x
Vxel, AM(x)=— ( )3
1—x2f?
ouU g(x)=1si x €]—1,1[, —1 sinon.
* Sur I, =]—1,1[, on pose x=sint, t € |-%,%[,
f ! sty ! dr=—tant+c
=— an =—
= T e cos? 1 =

x Sur I; =]1,00[, on pose x =cht, t >0, puis u=tht :

sht 1 ch?t—sh®t
dx = =| —-dt=| ————d ——ldt
1/x2_— \/chzi sh™t sh” ¢t th

1 1 X
= (——1)(1— Hdu=| —du= +C= +C
u2 u? tht x2—1

* Sur I =]—o0,—1[, on se rameéne d I, en posant y =—x.

On obtient alors une solution particuliere de (L) sur I, :
Ik E— IR
X
X — ———=1/[1—x2|=—x
VI1—x?]

e L'ensemble des solutions de (L) sur I, pour k €[1,3] est alors

fo:

Ik—>]K

x — A/|1—x2|—x lAkE]K}

2. Raccord de solutions :

Analyse

Si on a une solution de (L) sur R, alors il s'agit d'une fonction dérivable sur R de la
forme

R — K
MVx2—1—x six<-1
) f(=1) six=-1
I X — | LW/ 1—x2—x si—-l<x<1
fQ) six=1

Asv/x2—1—x Six>1
ou 1,, A, et A, sont des constantes.
Ona /ln/|1—x2|—x—+>1 donc f(x)——1.

x——1-

Et AZ\/Il—xZI—x—_H> 1 donc f(x)—_H>l.

Pour qu'il y ait continuité en —1, il faut donc imposer

De méme, on aura continuité en 1 si et seulement si| f(1)=

Dérivabilité en —1 :
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e Six<—1,

f(X)=f=D) AWVxZ—T1-x—1_ Av—x+1

x+1 h x+1 B —x—1
carvxz—1=4/|x—1||x+1|=vV—x+1vV—x—1.
Mais Y= +00
y-rr_ ]
1/_x_l x——1-

Pour avoir dérivabilité en —1 on doit donc imposer

f(x)—f(=1) vVI—x2—x—1 AVI—x

e De méme, si -1 < x < 1, = = -1 car
x+1 x+1 Vvx+1
Vi—x2=4/[1—x|[1+x|=v/1—xvVx+1.
Mais 12X +00
_
Vx+1 x—-1*

Pour avoir dérivabilité en —1 on doit donc imposer
De méme, pour assurer la dérivabilité en 1, il faut imposer

Finalement, si on a une solutfion sur R, il s’agit de f; : ]5 — R

— —Xx
Synthése
IR — R .. L g o, .
f: — —x est dérivable sur R et vérifie (L) : c'est la seule solution de (L) sur R.

Exercice 3- Equation différentielle d’Euler

1. t— t* est bien deux fois dérivable sur R* pour fout @ complexe et est solution de
(H) si et seulement si pour tout ¢ >0, ala—1)t*+aat*+ bt*=0 si et seulement si

ala—1)+aa+b=0

(car t*#0) | si et seulement si a estracine de P=X(X—1)+aX + b).

2. Soit z=ycexp. On a alors que y est deux fois dérivable sur R* si et seulement si z
1 1 1
l'est, VteR:, ,y(t)=z(nt). DoncVtreR:, ,y'(t)= ;z’(ln t)et y'(t)= ﬁz”(ln t)—ﬁz’(ln t).
Ainsi, y est solution de (L) si et seulement si

YieR:, z'(Int)—z'(Int)+az'(lnt)+bz(nt)=g(t)

si et seulement si (\1 x€R, z'(x)+(a—1)z'(x)+ bz(x)= g(e")) (avec x =Int).

3.a) (L) YreR:, r*y”(1)+5ty'(r)+4y(t) =t est équivalente d'aprés la question
précédente & (L)) Yx €R, z"(x)+4z'(x)+4z(x)=e".
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Son équation caractéristique est (E/) r*+4r +4
comme solution évidente.

Les solutions de (L7) sur R sont donc les fonctions z

. . . A+Blnt t .
[Enfm, les solutions de (L,) sur R} sont les fonctions y : ¢ — — + 5 OU A,Be ]Rj

1 L \ . . .
3.b) (L)VreR:, r2y"(t)+y(t)= t+? est équivalente d'apreés la question précedente

ALY VxeR, z2'(x)—z'(x)+z(x)=e"+e ™.

Son équation caractéristique est (E)) r’—r+1= ( EA

r_l_IT)( $+i% )_0 les solutions

deI'équation homogéne associée sont donc les fonctions x — (A cos( )+ B sm(‘rx))e%
avec A,BeR.

—X

Comme x — e* est solution de z”(x)—z/(x) + z(x) = e* et x — % est solution de

—X

(x)—2z'(x)+ z(x)=€7*, par principe de superposition, x — e* + ¢ est solution de (L)).
Les solutions de (L)) sur R sont donc les fonctions

V3 V3 s e*
z: xr—»(Acos(Tx + Bsin 7x ez +e'+ 3

oU A, BeR. Enfin, les solutions de (L) sur R} sont les fonctions :

[y : tH(Acos(?lnt)+Bsin(§lnt))ﬁ+t+% ou A,BER]

4. V>0, f’(t)zf(%).
Analyse : Une telle fonction est automatiquement deux fois dérivable et
4 1 / 1 f(t)
0, =——fl=|=—==
veso, fn=—5f (3)=-1

donc f est solution de (H,) r2y”(t)+ y(t) = 0. D'apres I'étude faite & la question précé-
dente, on a donc A et B des réels tels que V £ >0, f(1)=(Acos(£Int)+Bsin(£Int))v7.

Remarguons aussi que nécessairement, f/(1)= f(1)=A.
Mais

V>0, f’(t):(—A?sin(?lnt)+3§cos(ﬁlnt))1/7

V3 . (V3 1
+(Acos(71n t)+Bsm(—ln t)) VoA

En t=1, on obtient f/(1)= B% + 4 donc f/(1)= f(1)= A donc B% =4 donc A= BV3.
On adonc BeR tel que ¥ >0, f(t):B(«/?cos(‘glnt)+sm(‘§lnt))ﬁ.
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1
=(r+2¢ =0 et elle admet x — §ex

1 N
: x—(A+Bx)e?* +§e" oU A,B€eR.

Synthése : Réciproquement, une telle fonction est dérivable et

Vi>0, f’(t):B((—isin(ﬁl t)+§cos(§lnt))1/?
2t 2 2t

(Bl B )
-5 e i) i o) L
()

[Les solutions sont donc les f : ¢ — B(v3cos(£Int)+sin(LInt))v7oU Be Rj
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