MP2I . . A rendre mardi 29 novembre
Devoir Libre n° 8

On veillera a présenter tres clairement sa copie, et en particulier
les réponses, tirer un frait entre les questions et répondre de
maniere concise (mais complete).

La rédaction est a soigner tout particulierement!

N’hésitez a me demander des indications par mail.

Formule de Stirling par les intégrales de Wallis

1. Monftrer que pour tout n e IN*,

1 1
712(’1_'_ e < (n + 5)(ln(n+ 1)—Inn)—1< o

2. On définit les suites (x,), et (y,), Par

n=2, x,=In(e"n"?)—Innlety,=x,+———
v ( ) y 12(n—1)

2.a) Montrer que les suites (x,,), et (), sont adjacentes. On notera D leur limite
commune.

1
2.b) Monftrer que =22, D——<x,<D.
) que vn 12(n—1) n
3. PourneNN, onpose I, =f sin” xdx.
0

3.a) Pour n >0, établir une relation de récurrence entre I,,,, et I,,.
3.b) En déduire pour p e N les valeurs de L, et L,,;.
3.c) Justifier que pour tout neN, I, > 0.
I I Loy
3.d) Montrer que pour n€N, ;—” <2 < 1. En déduire que I, ~I,,;.

n n
241 (p)
—r
2n)2n

4. En explicitant x,, —x,, montrer que D =—In+27.

3.e) En déduire que
5. En déduire la formule de Stirling

n n
nl~ Znn(—)
e

Devoir Libre n°8 - page 0

MP2I N A rendre mardi 29 novembre
Devoir Libre n° 8

On veillera a présenter trés clairement sa copie, et en particulier
les réponses, tirer un trait entre les questions et répondre de
maniéere concise (mais complete).

La rédaction est a soigner tout particulierement!

N’hésitez @ me demander des indications par mail.

Formule de Stirling par les intégrales de Wallis

1. Monftrer que pour tout n € N*,

1 1
—< (n+f)(ln(n+1)—lnn)—l<
12(n+1)2 2 12n2

2. On définit les suites (x,), et (y,), par

> =In(e"n"")=Inn! = -
Ynz=2, x, ln(e n 2) Inn'ety, x,,+12(n_1)

2.a) Montrer que les suites (x,), et (), sont adjacentes. On notera D leur limite
commune.

2.b) Montrerque Yn>2, D— <x,<D.

12(n—1)

2
3. PourneNN, onpose I, =f sin” xdx.
0

3.a) Pour n>0, établir une relation de récurrence entre I, et I,,.
3.b) En déduire pour pe N les valeurs de L, et L,,.;.
3.c) Justifier que pour tout neN, I, >0.

Tnvo _ Lnn

3.d) Montrer que pour n €N, A < == < 1. En déduire que I, ~ I,,,.

n n
241 (p)
—
2n)2n

En explicitant x,, — x,, montrer que D =—In+v21.

3.e) En déduire que
5. En déduire la formule de Stirling

n n
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