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Structure de groupe

Extrait du programme officiel :
Cette section a pour but l’introduction des notions les plus élémentaires relatives aux groupes [...] afin de traiter demanière unifiée

un certain nombre de situations.
Le groupe symétrique est introduit en vue de l’étude des déterminants, mais aussi pour son intérêt propre et ses interventions

possibles dans diverses questions d’algèbre et de probabilités.

Contenus Capacités & commentaires

Loi de composition interne

Loi de composition interne. On évite l’étude de lois artificielles.

Associativité, commutativité, élément neutre, inver-
sibilité, distributivité.

Inversibilité et inverse du produit de deux éléments
inversibles.

Partie stable.

Structure de groupe

Groupe. Notation xn dans un groupe multiplicatif, nx dans
un groupe additif.
Exemples usuels : groupes additifs Z, Q, R, C,
groupes multiplicatifs Q∗, Q∗+, R∗, R∗+, C∗, U, Un .

Groupe des permutations d’un ensemble. Notation SX .

Groupe produit.

Sous-groupe : définition, caractérisation.

Morphisme de groupes. Image et image réci-
proque d’un sous-groupe par un morphisme.

Imageet noyaud’unmorphisme. Condition d’injec-
tivité.

Notations Im f , Ker f .

Isomorphisme.

Généralités [sur le groupe symétrique]

Groupe des permutations de l’ensemble
{
1, . . . ,n

}
. Notation Sn .

Cycle, transposition. Notation (a1 a2 . . . ap ).
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Contenus Capacités & Commentaires

Décomposition d’une permutation en produit de
cycles à supports disjoints : existence, unicité, com-
mutativité.

La démonstration n’est pas exigible, mais les étu-
diants doivent savoir décomposer une permuta-
tion.

Signature d’une permutation

Décomposition d’une permutation en produit de
transpositions.

Signature : il existe un unique morphisme de
groupes de Sn dans {−1,1} envoyant toute transpo-
sition sur −1.

La démonstration n’est pas exigible.
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I Loi de composition interne

1 Définition

Définition : loi de composition interne

Soit E un ensemble non vide.

On appelle loi de composition interne sur E toute application ⋆ :
E ×E −→ E

(x, y) 7−→ x ⋆ y
.

Exemples

E 1 – Les lois usuelles +,× sur R, C, Rn , RN, RD dont des lois de composition interne.
E 2 – Les lois ∪, ∩, \, ∆ sur P (E) sont des lois de composition interne.
E 3 – La loi ◦ sur E E est une loi de composition interne.

Définition : associativité, commutativité, distributivité
Une loi de composition interne ⋆ sur un ensemble E est dite
• associative lorsque

∀ (x, y, z) ∈ E 3, (x ⋆ y)⋆ z = x ⋆ (y ⋆ z)

(que l’on peut alors noter x ⋆ y ⋆ z.)
• commutative lorsque

∀ (x, y) ∈ E 2, x ⋆ y = y ⋆x.

Si ⋆ et > sont deux lois de composition interne sur E , on dit que ⋆ est distributive sur > lorsque

∀ (x, y, z) ∈ E 3, x ⋆ (y>z) = (x ⋆ y)>(x ⋆ z) et (y>z)⋆x = (y ⋆x)>(z ⋆x).

Exemples

E 1 – x ⋆ y = x + y

2
sur R n’est pas associative. (prendre −1, 0 et 1).

E 2 – ◦ sur E E n’est en général ni commutative, ni distributive sur + (elle l’est en fait à droite, mais pas à gauche).

Remarque
• Notation additive d’une loi associative (souvent pour des lois commutatives) :

x +x +·· ·+x︸ ︷︷ ︸
n fois

= nx.

On vérifie alors sans mal (par récurrence) que

∀n, p ∈N∗, (n +p)x = nx +px = px +nx.

• Notation multiplicative d’une loi associative :

x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
n fois

= xn .

On vérifie alors sans mal (par récurrence) que

∀n, p ∈N∗, xn+p = xn ·xp = xp · xn .
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" En général, (x · y)n = (x · y) · (x · y) · · · · · (x · y) 6= xn · yn .

En plus d’être associative, la loi doit être commutative.

2 Élément neutre

Définition : Élément neutre
Soit ⋆ une loi de composition interne sur E et e un élément de E .
On dit que e est élément neutre pour ⋆ si pour tout x ∈ E , x ⋆e = e ⋆x = x.

Propriété : Unicité de l’élément neutre

S’il existe, l’élément neutre est unique.

Démonstration

e = e ⋆e′ = e′ car e est neutre à gauche et e′ est neutre à droite. ■

Remarque
• Notation additive : 0x = e avec e souvent noté 0 ou 0E appelé élément nul.
• Notation multiplicative : x0 = e avec e souvent noté 1 ou 1E appelé élément unité.

Exemple

E et ∅ pour ∩,∪ sur P (E), pour (0)n et (1)n pour +,× sur RN, idE pour ◦ sur E E .

3 Eléments symétrisable

Définition : Éléments symétrisables

Soit ⋆ une loi de composition interne sur E , admettant un élément neutre e ∈ E .
Un élément x de E est dit symétrisable pour ⋆ si on a y ∈ E tel que x ⋆ y = y ⋆x = e.
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Définition – Propriété : Unicité du symétrique

Si ⋆ est une loi de composition interne associative sur E , alors pour tout x ∈ E symétrisable, l’élément y
de E tel que x ⋆ y = y ⋆x = e est unique et appelé symétrique de x pour ⋆ dans E .

Démonstration

Si y, y ′ conviennent, alors y ′ = y ′⋆ (x ⋆ y) = (y ′⋆x)⋆ y = y . ■

Remarques
R 1 – • Notation additive : on parle d’opposé, noté −x. Pour x + (−y), on note x − y .

• Notation multiplicative : on parle d’inverse, noté x−1.
" x

y n’a pas de sens en général : cela désigne x ⋆ y−1 ou y−1 ⋆x ?

R 2 – L’élément neutre e (lorsqu’il existe) est toujours symétrisable, de symétrique lui-même, car e ⋆e = e.
R 3 – Être symétrisable à gauche ou à droite ne suffit pas.

Exemple
Sur E E pour ◦, l’élément neutre est idE .
• (∃ g ∈ E E , f ◦ g = g ◦ f = idE

)⇐⇒ f bijective (ie inversible pour ◦).
• (∃ g ∈ E E , f ◦ g = idE

)⇐⇒ f surjective.
• (∃ g ∈ E E , g ◦ f = idE

)⇐⇒ f injective.

R 4 – Vu la démonstration, si on a un symétrique à gauche et un symétrique à droite, ils sont égaux et l’élément
est symétrisable.

Exemples

E 1 – Sur P (E) avec ∩ : seul E est inversible et ∪ : seul ∅ est inversible.
E 2 – Sur N,Z,Q, description des symétrisables pour + et ×.

Propriété

Soit ⋆ une loi de composition interne associative sur E .
Si x et y sont symétrisables, alors
• x ⋆ y l’est aussi.
De plus, sym(x ⋆ y) = sym(y)⋆ sym(x).

• sym(x) l’est aussi et sym(sym(x)) = x.

Remarque

Avec des notations multiplicatives, (x · y)−1 = y−1 · x−1 et
(
x−1)−1 = x.

Démonstration

(x ⋆ y)⋆ (sym(y)⋆ sym(x)) = e par associativité, et de même (sym(y)⋆ sym(x))⋆ (x ⋆ y) = e, d’où la conclusion, par
unicité du symétrique.

Puis sym(x)⋆x = x ⋆ sym(x) = e. ■
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Corollaire

• En notation additive : si x est symétrisable, alors pour tout n ∈N, nx l’est aussi et n(−x) =−(nx) noté
(−n)x.

• En notation multiplicative : si x est inversible, alors pour tout n ∈N, xn l’est aussi et
(
x−1

)n = (xn)−1

noté x−n .

Démonstration

Récurrence à partir de la propriété précédente appliquée avec x = y . ■

Remarque

Celapermet dedéfinir kx (resp. xk ) pour k ∈Z lorsque x est symétrisable dont onmontre les propriétés habituelles
par récurrence et passage à l’inverse/opposé.

II Structure de groupe

1 Défintion

Définition : Groupe

On appelle groupe tout couple (G ,⋆) où G est un ensemble tel que
• ⋆ est une loi de composition interne sur G
• ⋆ est associative
• G admet un élément neutre pour ⋆
• Tout élément de G admet un symétrique dans G pour ⋆.

Si, de plus, ⋆ est commutative, on dit que (G ,⋆) est un groupe commutatif ou groupe abélien.

Remarque
En particulier, un groupe n’est jamais vide.

Propriété : Exemples de groupes usuels

(i) (C,+) et
(
CD ,+)

avec D ensemble non vide ont une structure de groupe additif abélien.
(ii) (C∗,×) a une structure de groupe multiplicatif abélien.
(iii) (S(E),◦) a une structure de groupe, non commutatif en général.

Si E = J1,nK, S(E) est note Sn appelé groupe symétrique d’ordre n.

Démonstration

On applique directement la définition. ■

Exemple
(C,×), et (Z∗,×) ne sont pas des groupes.
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Exercice
Soit (G ,⋆) un groupe. Montrer que tout élément de G est régulier, c’est-à-dire que si x, a,b ∈G,

x ⋆a = x ⋆b =⇒ a = b

et
a ⋆x = b ⋆x =⇒ a = b

Application : Dans chaque ligne et chaque colonne de la table de ⋆, chaque élément de G apparaît
exactement une fois.

Exemples

E 1 – G = {e, a,b}, e neutre. On se rend compte qu’on n’a pas le choix pour remplir la table.

↶
⋆ e a b

e e a b

a a b e

b b e a

G = {
e, a, a2(= a−1)

}
. Il n’y a qu’un seul type de

groupe à 3 éléments, et il est nécéssairement abé-
lien. On parle de groupe cyclique (engendré par
a).

Exemple
U3 = {

1, j, j2
}

E 2 – Pour les groupes à 4 éléments G = {e, a,b,c}, on se rend compte qu’à une permutation près des éléments, il
n’y a que deux types :

•
↶
⋆ e a b c

e e a b c

a a b c e

b b c e a

c c e a b

G = {
e, a, a2, a3}

, groupe abélien. On parle de
groupe cyclique (engendré par a).

Exemple
U4 = {1, i,−1,−i}.

•
↶
⋆ e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

Groupe abélien, avec a2 = b2 = c2 = e.
On parle de Groupe de Klein.

Exemples

E 1 – Si A,B sont deux points du plan, G = {id, s1, s2, s3} pour la loi ◦ avec s1 symétrie d’axe (AB), s2 symétrie
d’axe la médiatrice de [AB] et s3 symétrie de centre le milieu de [AB].
Il s’agit en fait du groupe diédral D4 des isométries laissant globalement invariant un segment [AB].

E 2 – U2
2 = {(1,1), (−1,1), (1,−1), (−1,−1)} muni du produit coordonnée à coordonnée.
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2 Groupe produit

Propriété : Groupe produit

Soit (G ,⋆) et (H ,∆) des groupes.
Pour tout (g ,h) et (g ′,h′) dans G ×H , on pose

(g ,h)>(
g ′,h′)= (

g ⋆ g ′,h∆h′) .

Alors (G ×H ,>) a une structure de groupe.
Si, de plus, les lois ⋆ et ∆ sont commutatives, alors > l’est.

Démonstration

• Le fait que > soit une loi de composition interne sur G × H provient du fait que ⋆ et ∆ le sont sur G et H
respectivement.

• Un calcul facile mais pénible à écrire permet de vérifier que les associativités de ⋆ et ∆ donnent celle de >.
• Si eG et eH sont les éléments neutres de G et H , alors

(
eG ,eH

)
est bien neutre sur G ×H .

• Si g ∈G et h ∈ H d’inverses g−1 et h−1, alors
(
g−1,h−1)

est l’inverse de (g ,h). ■

Remarque

Cela se généralise à un nombre de groupes quelconque
(
G1,⋆

1

)
, . . . ,

(
Gp ,⋆

p

)
avec pour tout (x1, . . . , xp ) et (y1, . . . , yp )

dans G1 ×·· ·×Gp ,

(x1, . . . , xp )>(y1, . . . , yp ) =
(

x1 ⋆
1

y1, . . . , xp ⋆
p

yp

)
.

On peut même aller encore plus loin et vérifier que si D est un ensemble non vide et (G ,⋆) est un groupe, alors
GD est un groupe pour la loi de fonction correspondant à ⋆.

3 Sous-groupes

a Définition

Définition : Sous-groupe

Soit (G ,⋆) groupe.
On dit que H est un sous-groupe de (G ,⋆) si H ⊂G et

(
H ,⋆|H 2

)
est un groupe.

On note H <G.

Propriété : Sous-groupes triviaux

Soit (G ,⋆) groupe.
G et {eG } sont des sous-groupes de (G ,⋆) appelés sous-groupes triviaux.

Remarques

R 1 – < est une relation d’ordre partiel sur l’ensemble des groupes.
R 2 – Pour montrer que (G ,⋆) est un groupe, on essaye en général de le faire apparaître comme sous-groupe d’un

groupe connu. Comment?
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b Caractérisation

Propriétés

Soit H un sous-groupe de (G ,⋆).
(i) (H ,⋆) possède le même élément neutre que (G ,⋆).
(ii) Si x ∈ H , alors x a même inverse dans (H ,⋆) et dans (G ,⋆).

Démonstration

(i) Soient eH et eG les éléments neutres respectifs. Alors eH ⋆ eG = eH = eH ⋆ eH car eH ∈G et eG neutre sur G d’une
part, et eH neutre sur H d’autre part. Puis, par régularité à gauche de eH dans G, eG = eH .

(ii) Si x ∈ H , alors x a un symétrique symH (x) ∈ H ⊂G tel que x ⋆symH (x) = symH (x)⋆x = eH = eG et donc par unicité, x
inversible dans G et symG (x) = symH (x). ■

Propriété

Soit (G ,⋆) un groupe. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) H est un sous-groupe de (G ,⋆)

(ii)



H ⊂G

H 6=∅ (eG ∈ H)

H est stable par ⋆ : ∀x, y ∈ H , x ⋆ y ∈ H

H est stable par inverse : ∀x ∈ H , sym(x) ∈ H

(iii)


H ⊂G

H 6=∅ (eG ∈ H)

∀x, y ∈ H , x ⋆ sym(y) ∈ H

Remarque

En notation multiplicative, (iii) devient

 H ⊂G , H 6=∅ (eG ∈ H)

∀x, y ∈ H , x · y−1 ∈ H

En notation additive, (iii) devient

 H ⊂G , H 6=∅ (0G ∈ H)

∀x, y ∈ H , x − y ∈ H

Démonstration

• (i ) =⇒ (i i ) : si H <G, H ⊂G, H 6=∅, H stable par ⋆ (lci) et, d’après la propriété précédente, H est bien stable
par inverse.

• (i i ) =⇒ (i i i ) facile.
• (i i i ) =⇒ (i ) : si on a (i i i ), alors H ⊂G. La loi ⋆ est associative sur G donc a fortiori, elle l’est aussi sur H .
Comme H est non vide, on a x ∈ H tel x ⋆ sym(x) = eG ∈ H . Alors pour tout x ∈ H , eG ⋆ sym(x) = sym(x) ∈ H . eG est
neutre pour ⋆ sur G donc l’est aussi sur H .
Le symétrique sym(x) d’un élément de x ∈ H dans G est dans H , donc tout élément de H est symétrisable
dans H .
Donc H est bien un sous-groupe de (G ,⋆). ■

Remarque
Un sous-groupe d’un groupe abélien est facilement encore commutatif.
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Propriété : Exemples de groupes usuels

(i) (Z,+),
(
Q,+)

, (R,+),
(
RD ,+)

ont une structure de groupe additif abélien.
(ii)

(
Q∗,×)

,
(
Q∗+,×)

, (R∗,×),
(
R∗+,×)

, (U,×), (Un ,×) pour n ∈ N∗ ont une structure de groupe multiplicatif
abélien.

Démonstration

(i) Sous-groupes de (C,+) ou
(
CD ,+)

.
(ii) Sous-groupes de (C∗,×). ■

c Intersection, réunion, produit

Propriété : Intersection de sous-groupes

Soit G un groupe et (Hi )i∈I une famille de sous-groupes de (G ,⋆). Alors ⋂
i∈I Hi est un sous-groupe de

(G ,⋆).

Démonstration

• (Hi )i∈I ⊂G car ∀ i ∈ I , Hi ⊂G.
• (Hi )i∈I 6=∅ car ∀ i ∈ I , eG ∈ Hi .
• Si x, y ∈ (Hi )i∈I , alors ∀ i ∈ I , x ⋆ y−1 ∈ Hi donc x ⋆ y−1 ∈⋂

i∈I Hi . ■

Propriété : Réunion de sous-groupes

Soit (G ,⋆) un groupe, H ,K sont des sous groupes de (G ,⋆), alors

H ∪K sous-groupe de (G ,⋆) ⇐⇒ H ⊂ K ou K ⊂ H .

Démonstration

• ⇐= : ok
• =⇒ : Si H ∪K sous- groupe de (G ,⋆) et H 6⊂ K , on va montrer que K ⊂ H .
On a h ∈ H \ K .
Soit k ∈ K . Alors k ⋆h ∈ H ∪K par stabilité de ⋆ sur H ∪G.
Si k ⋆h ∈ K , alors h = k−1 ⋆ (k ⋆h) ∈ K , ce qui n’est pas possible.
C’est donc que k ⋆h ∈ H et donc k = (k ⋆h)⋆h−1 ∈ H .
Finalement, on a bien K ⊂ H . ■

d Sous-groupes de (Z,+)

Notation
Pour tout a ∈Z, on note aZ= {ak, k ∈Z}.

Remarque
On vérifie avec la caractérisation que aZ est un sous-groupe de (Z,+).
Avec aZ = {. . . ,−2a,−a,0, a,2a, . . . }, il s’agit du plus petit sous-groupe (au sens de l’inclusion) contenant a. On dit

qu’il est engendré par a (sur le même principe que les Vect en algèbre linéaire.)
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Théorème : Division euclidienne dans Z

Soient a ∈Z, b ∈N∗. Il existe un unique couple (q,r ) ∈Z2 tel que a = bq + r

0⩽ r < b

q est le quotient et r est le reste de la division euclidienne de a par b.

Démonstration

Admis provisoirement. ■

Propriété : Sous-groupes de (Z,+)

Les sous-groupes G de (Z,+) sont exactement les aZ pour a ∈N.
De plus, si G 6= {0}, a = min(G ∩N∗).

Démonstration

• On a déjà que, si a ∈N, aZ est un sous-groupe de (Z,+) par la caractérisation.
• Réciproquement, considérons G un sous-groupe de (Z,+).

⋆ Soit G = {0} et alors G = aZ avec a = 0.
⋆ Soit G 6= {0} et on peut trouver p ∈G \ {0}. Soit p > 0 et alors p ∈G ∩N∗ 6=∅, soit p < 0 et alors −p ∈G ∩N∗ 6=∅.

On peut donc introduire a = min(G ∩N∗).
Montrons que G = aZ par double inclusion.
◦ a ∈G, puis par stabilité et récurrence, pour tout n ∈N, na ∈G et par stabilité par passage à l’opposé,

−an ∈G. Finalement, aZ⊂G.
◦ Réciproquement, si x ∈G ⊂Z, par division euclidienne, on a (q,r ) ∈Z2 tel que x = aq + r et 0⩽ r < a.
Or x ∈ G et aq ∈ aZ ⊂ G donc, comme on a un sous-groupe r = x − aq ∈ G ∩N. Mais comme
r < a = min(G ∩N∗), r ∉N∗ et donc r = 0.
Finalement, x = aq ∈ aZ.

On a donc bien G = aZ. ■

4 Morphismes de groupes

a Définition

Définition
Soient (G ,⋆) et

(
G ′,•) deux groupes.

f : (G ,⋆) → (
G ′,•) est un morphisme de groupes si et seulement si

∀ (x, y) ∈G2, f (x ⋆ y) = f (x)• f (y)

Définition
Lorsque (G ,⋆) = (G ′,•), on parle d’endomorphisme de groupes.
Lorsque f est bijective, on parle d’isomorphisme.
Lorsqu’il existe un isomorphisme entre G et G ′, on dit que G et G ′ sont isomorphes.
Lorsque f est bijective et G =G ′, on parle d’automorphismes.

Exemples

E 1 – ln :
(
R∗+,×)→ (R,+) isomorphisme de groupes.

E 2 – exp : (R,+) → (
R∗+,×)

isomorphisme de groupes.
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E 3 –
(R,+) −→ (U,×)

θ 7−→ eiθ
morphisme de groupes (non injectif).

Remarque
« Être isomorphe à » est une relation d’équivalence sur les morphismes de groupes : on peut montrer que la

composée et la réciproque d’un isomorphisme sont des isomorphismes (exercice...)

5 Propriétés

Propriété

Si f : (G ,⋆) → (
G ′,•) est unmorphisme de groupes, alors f (eG ) = eG ′ et pour tout x ∈G, f

(
sym(x)

)= sym( f (x)).

Remarque

En notation multiplicative : f
(
x−1)= (

f (x)
)−1.

En notation additive : f (−x) =− f (x).
On peut avoir un mix des deux : par exemple, si c’est additif au départ et multiplicatif à l’arrivée, ça devient

f (−x) = ( f (x))−1.

Démonstration

f (eG ) = f (eG ⋆eG ) = f (eG )⋆ f (eG ) donc comme f (eG ) est inversible, f (eG ) = eG ′ .
f (x)• f (sym(x)) = f

(
x ⋆ sym(x)

)= f (eG ) = eG ′
et f (sym(x))⋆ f (x) = f

(
sym(x)⋆x

)= f (eG ) = eG ′ ■

Propriété : Image directe ou réciproque d’un sous-groupe par un morphisme de groupe

Soit f : (G ,⋆) → (G ′,•) un morphisme de groupes.

(i) Si H est un sous-groupe de (G ,⋆), alors f (H) est un sous-groupe de (G ′,•)

(ii) Si H ′ est un sous-groupe de (G ′,•), f (−1)(H ′) est un sous-groupe de (G ,⋆).

Démonstration

• f (H) est un sous groupe de (G ′,•) :
⋆ f (H) ⊂G ′
⋆ f (H) 6=∅ car H 6=∅
⋆ Si y, y ′ inf(H), on a x, x′ ∈ H tels que y = f (x) et y ′ = f (x′). f étant un morphisme de groupes,

y • y ′−1 = f (x)• f (x′)−1 = f
(
x ⋆x′−1

)
︸ ︷︷ ︸

∈H

∈ f (H).

• f (−1)(H ′) est un sous groupe de G :
⋆ f (−1)(H ′) ⊂G
⋆ f (−1)(H ′) 6=∅ car eG inf(−1)(H ′) car f

(
eG

)= eG ′ ∈ H ′.
⋆ Si x, x′ inf(−1)(H ′), f étant un morphisme de groupes, f

(
x ⋆x′−1) = f (x)︸︷︷︸

∈H ′

• f (x′)︸ ︷︷ ︸
∈H ′

−1 ∈ H ′, donc

x ⋆x′−1 ∈ f (−1)(H ′). ■
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Propriété

Si f : (G ,⋆) → (
G ′,•) et g : (G ′,•) → (

G ′′,∆
)
sont des morphismes de groupes, alors g ◦ f en est encore un.

Propriété

Soit f : (G ,⋆) → (
G ′,•) un isomorphisme de groupes.

Alors f −1 est un isomorphisme du groupe (G ′,•) sur le groupe (G ,⋆).

Démonstration

f −1 est bijective, et si y, y ′ ∈G ′, alors, comme f est un morphisme de groupes,

f −1 (
y • y ′

)= f −1
(

f
(

f −1(y)
)
• f

(
f −1 (

y ′
)))= f −1

(
f
(

f −1(y)⋆ f −1 (
y ′

)))= f −1(y)⋆ f −1 (
y ′

)
. ■

Remarque
« Être isomorphe à » est une relation d’équivalence sur l’ensemble des groupes.

Propriété

On note Aut(G) l’ensemble des automorphismes du groupe (G ,⋆).
Alors (Aut(G),◦) a une structure de groupe.

Démonstration

Les propriétés précédentes permettent de montrer que c’est une sous-groupe de S(G). ■

a Noyau et image

Définition
Soit f : (G ,⋆) → (

G ′,•) un morphisme de groupes. On appelle noyau de f :

Ker f = f −1 ({eG ′ }) = {x ∈G | f (x) = eG ′ }.

Ainsi, x ∈ Ker f ⇐⇒ f (x) = eG ′ .

Exemple

f :
(R,+) −→ (U,×)

θ 7−→ eiθ
: Ker f = 2πZ.

Propriété

Soit f : (G ,⋆) → (G ′,•) un morphisme de groupe.
• f est injectif si et seulement si Ker f = {eG }.
• f est surjectif si et seulement si Im f =G ′.

Remarque
Ainsi, f est injective si et seulement si f (x) = eG ′ (= f (eG )) =⇒ x = eG !
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Démonstration

Déjà connu pour surjectif.
Remarquons qu’on a toujours eG ∈ Ker f car f (eG ) = eG ′ .
Si f est injectif, alors x ∈ Ker f ⇐⇒ f (x) = eG ′ = f (eG ) ⇐⇒ x = eG , donc Ker f = {eG }.
Si Ker f = {eG } et si f (x) = f (x′), alors (en notation multiplicative)

e′G = f (x)• (
f (x′)

)−1 = f (x)• f
(
x′−1

)
= f

(
x ⋆x′−1

)
donc x ⋆x′−1 ∈ Ker f donc x ⋆x′−1 = eG donc x = x′. f est bien injectif. ■

Exemple
La fonction f de l’exemple précédent est donc non injective car Ker f = 2πZ 6= {0}.

Propriété

Soit f : (G ,⋆) → (G ′,•) un morphisme de groupes.
Alors Ker f est un sous-groupe de G et Im f est un sous-groupe de G ′.

Démonstration

• Ker f est un sous groupe de G :
⋆ Ker f ⊂G
⋆ Ker f 6=∅ car eG ∈ Ker f car f

(
eG

)= eG ′ .
⋆ Si x, x′ ∈ Ker f , f étant un morphisme de groupes,

f
(
x ⋆x′−1

)
= f (x)• f (x′)−1 = eG ′ •e−1

G ′ = eG ′ ,

donc x ⋆x′−1 ∈ Ker f .
• Im f est un sous groupe de G ′ :

⋆ Im f ⊂G ′
⋆ Im f 6=∅.
⋆ Si y, y ′ ∈ Im f , on a x, x′ ∈G tels que y = f (x) et y ′ = f (x′). f étant un morphisme de groupes,

y • y ′−1 = f (x)• f (x′)−1 = f
(
x ⋆x′−1

)
∈ Im f . ■

Exemples

E 1 – f :
(R,+) −→ (C∗,×)

θ 7−→ eiθ
étant un morphisme de groupes, Im f =U est un sous-groupe de (C∗,×) et Ker f = 2πZ

est un sous-groupe de (R,+).

E 2 – f :
(C∗,×) −→ (C∗,×)

z 7−→ zn
étant un morphisme de groupes, Ker f = Un est un sous-groupe de (C∗,×). C’est

aussi le noyau de |·| :R∗ →R∗ et l’image de k ∈Z 7→ e
2ikπ

n .
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III Groupe symétrique

1 Permutations

a Définition

La première utilisation historique du mot groupe (dans le sens actuel) est due à Évariste Galois 1 qui travaillait sur les
racines d’un polynôme et s’autorisait en particulier à les permuter.

Définition : Permutation, groupe symétrique

Si E est un ensemble, on appelle permutation de E toute bijection de E dans E . On note S(E) leur
ensemble.

Si E = J1,nK = J1,nK où n ∈ N∗, on note Sn appelé groupe symétrique d’ordre n (ou de degré n) cet
ensemble.

Si σ ∈Sn , on note σ=
 1 2 3 n

σ(1) σ(2) σ(3) σ(n)

.

Remarque
Attention ! Sn n’est pas de cardinal n mais …n! (!)
(n choix pour σ(1) puis n −1 pour σ(2) etc. et un seul pour σ(n).)

Propriété

(Sn ,◦) est un groupe d’ordre (ie de cardinal) n!, non abélien dès que n ⩾ 3.

Démonstration

C’est une groupe car ◦ est une loi associative sur J1,nKJ1,nK, l’élement neutre est idJ1,nK ∈Sn et si σ,ρ ∈Sn , σ◦ρ ∈Sn

et σ est bijective d’inverse σ−1 ∈Sn .
De plus, avec les notations qui seront vu dans le paragraphe suivant,

(1 2)◦ (1 3) = (1 3 2) 6= (1 2 3) = (1 3)◦ (1 2).

Si n = 2, S2 = {id,(1 2)} est commutatif. ■

Remarque
Si E est fini de cardinal n, on construit sans mal une bijection entre E et J1,nK et on en déduit que S(E) 'Sn

(isomorphisme de groupes).

1.

Évariste Galois (Bourg-la-Reine 1811 - Paris 1832) est un mathématicien français. Sa principale décou-
verte est la non résolubilité par radicaux, en général, des équations polynomiales de degré au moins 5.
Sa biographie est un véritable roman : son caractère belliqueux lui vaut un échec au concours d”entrée
à l’École Polytechnique (il aurait lancé le chiffon à craie à la figure de l’examinateur) à la suite de quoi
il entre à l’École Préparatoire (future École Normale) de laquelle il sera renvoyé. Il envoie ses travaux sur
les polynômes à l’Académie des Sciences, mais son mémoire est emporté par Fourier qui meurt entre
temps, et donc perdu. Il réécrit plus tard ce mémoire qui sera jugé incompréhensible par Poisson et La-
croix. Il connaît la prison et meurt à 21 ans dans un duel à l’épée pour les beaux yeux d’une demoiselle.
La nuit précédant sa mort, il couche sur le papier toutes ses dernières découvertes. Ses travaux ne seront
reconnus qu’une dizaine d’années après sa mort.
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Exemple

Soit, dans S4, σ=
1 2 3 4

2 4 1 3

 et σ′ =
1 2 3 4

3 2 1 4

.
Alors σ◦σ′ =

1 2 3 4

1 4 2 3

 et σ′ ◦σ=
1 2 3 4

2 4 3 1

 (regarder les images successives par les deux permutations.)

De plus σ−1 =
1 2 3 4

3 1 4 2

 et σ′−1 =
1 2 3 4

3 2 1 4

=σ′ (échanger la première et la deuxième ligne.) Représentation

par orbites :

σ : 1

2

3

4 σ′ =σ′−1 : 1 3 2 4

σ◦σ′ :
1 2

3

4
σ′ ◦σ :

1

4

2 3

σ−1 :
(On a juste inversé les

flèches de σ)

1

2

3

4

b Ordre d’une permutation

Définition

L’ordre d’une permutation σ est le plus petit k ∈N∗ tel que σk = id.

Remarque
Cette définition se généralise aux éléments de n’importe quel groupe (G ,∗) : g est d’ordre fini si et seulement

s’il existe p ∈N∗ tel que g p = eG .
Si on considère le noyau du morphisme de groupes k ∈Z 7→ g k qui est un sous-groupe de Z, donc de la forme

nZ avec n ∈N unique, n est l’ordre de g et g p = eG ⇐⇒ n|p.

Propriété

L’ordre d’une permutation de Sn est bien défini et vaut au plus l’ordre n! de ce groupe.

Démonstration

Les σp pour p ∈ J1,n!+1K sont dans Sn qui continent n! éléments : il y en a forcément deux égaux. Donc on a
1⩽ p ⩽ p ′ ⩽ n!+1 tels que σp =σp ′ .

Alors, par bijectivité, σp ′−p = id. ■

Remarque
Le théorème de Lagrange affirme qu’en fait, cet ordre divise n!.
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c Orbites et support

Définition : Orbites
Soit σ ∈Sn . La relation binaire définie sur J1,nK par

x ∼ y ⇐⇒∃k ∈Z, y =σk (x)

est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les orbites de σ.
Si x ∈ J1,nK,

O (x) =
{
σk (x), k ∈Z

}
.

Remarque
Une orbite n’est jamais vide, elle est réduite à un point si set seulement si celui-ci est invariant par σ. Les orbites

sont finies (car incluses dans J1,nK) et forment une partition de J1,nK (comme pour toute relation d’équivalence).
Elles sont en particulier disjointes.

Exemple
Pour σ, O (1) =O (2) =O (3) =O (4) = {1,2,3,4} et pour σ′, O (1) =O (3) = {1,3}, O (2) = {2} et O (4) = {4}.

Propriété

Soit σ ∈Sn , x ∈ J1,nK. Alors il existe ℓ ∈N tel que O (x) = {
x,σ(x), . . . ,σℓ−1(x)

}
(deux à deux distincts).

Démonstration{
k ∈N∗ | σk (x) = x

}
est une partie non vide de N donc admet un minimum ℓ.

Il suffit ensuite, si k ∈Z, de poser la division euclidienne de k par ℓ. Les éléments sont bien distincts par minimalité
de ℓ. ■

Remarque
ℓ⩽ ordre(σ).

Définition : Support

Si σ ∈Sn , son support est l’ensemble des éléments de J1,nK qui ne sont pas invariants par σ.

Exemple
Avec les permutations de l’exemple précédent, Supp(σ) = {1,2,3,4} et Supp(σ′) = {1,3}.

Remarque
C’est la réunion de toutes les orbites non réduites à un élément.

Propriétés

(i) Supp(σ) est stable par σ.
(ii) Deux permutations à supports disjoints commutent.
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Démonstration

(i) Si i ∈ Supp(σ), σ(i ) 6= i donc σ2(i ) 6=σ(i ) par injectivité, donc σ(i ) ∈ Supp(σ).
(ii) Soient σ et σ′ à support S et S′ disjoints.

• Si i ∉ S ∪S′, σ◦σ′(i ) = i =σ′ ◦σ(i ).
• Si i ∈ S, i ∉ S′ donc σ′(i ) = i et σ◦σ′(i ) =σ(i ).
Mais σ(i ) ∈ S donc σ(i ) ∉ S′ d’où σ′ ◦σ(i ) =σ(i ) =σ◦σ′(i ).

• Si i ∉ S, i ∈ S′ et on conclut de la même manière.
On a donc bien σ′ ◦σ=σ◦σ′.

■

d Transpositions, cycles

On suppose ici n ⩾ 2.

Définition : Transposition

Une transposition τ est une permutation qui échange deux éléments i et j de J1,nK, et laisse les autres
invariants ie dont le support est {i , j }.

On la note τ= (i j ) ou parfois τi , j .
τi , j (i ) = j , τi , j ( j ) = i et si k ∉ {i , j }, τi , j (k) = k.

Exemple

Pour n = 5, τ2,4 = (2 4) =
1 2 3 4 5

1 4 3 2 5

.

Remarques

R 1 – Il y a
(

n

2

)
= n(n −1)

2
permutations dans Sn .

R 2 – (i j ) = ( j i ).
R 3 – Toute transposition est une involution (τ2 = id), donc d’ordre 2.

En particulier, (i j )−1 = (i j ) = ( j i ).
La réciproque est fausse pour n ⩾ 4 car si σ= (1 2)(3 4), σ2 = id.

Définition : Cycle

Soit p ∈N tel que 2⩽ p ⩽ n.
On appelle p-cycle une permutation c de Sn qui permute circulairement p éléments i1, i2, . . . , in deJ1,nK et laisse les autres invariants ie dont le support est {i1, . . . , ip } et telle que

c(i1) = i2 ; c(i2) = i3 ; · · · ; c(ip−1) = ip ; c(ip ) = i1

p est la longueur du cycle c. On note c = (i1 i2 · · · ip ).

Exemple1 2 3 4 5

1 5 2 4 3

= (2 5 3) = (5 3 2) = (3 2 5) 6= (2 3 5).
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Remarques
R 1 – (i1 i2 · · · ip ) = (i2 i3 · · · ip i1) = (ip i1 i2 · · · ip−1).
R 2 – Les 2-cycles sont les transpositions.
R 3 – Un cycle de longueur n dans Sn est appelé permutation circulaire de J1,nK. Il y en a exactement (n −1)!.

R 4 – Le nombre de p-cycles dans Sn est
(

n

p

)
(p −1)! = n(n −1) · · · (n −p +1)

p
(deux calculs possibles).

R 5 – Les cycles sont les permutations possédant exactement une orbite non réduite à un point.

Propriété

(i) (i1 i2 · · · ip ) = (i1 ip ) (i1 ip−1) · · · (i1 i2) = (i1 i2) (i2 i3) · · · (ip−1 ip ).

(ii) Un p-cycle est d’ordre p.

Démonstration

Il suffit de regarder directement les images de chaque entier. ■

Exercice
Montrer que si σ est une permutation, alors σ(i1 i2 · · · ip )σ−1 = (σ(i1) σ(i2) · · · σ(ip )).

Théorème

Toute permutation se décompose en produit (composée) de cycles à supports disjoints. La décom-
position est unique à l’ordre des facteurs près.

Démonstration

• Analyse : Si on a une décomposition en produit de cycles à support disjoints, alors pour tout x ∈ J1,nK, soit x

est invariant, soit x est un élément d’un et un seul des cycles qui s’écrit
(
x σ(x) . . . σp (x)

)
avec σp+1(x) = x

et correspond donc à l’orbite de x.
• Synthèse : Soient x1, . . . , xm un élément de chaque orbite non réduite à un point. Alors

O (xi ) =
{

xi ,σ(xi ), . . . ,σℓi−1(xi )
}
avec σℓi (xi ) = xi et

φ=
m∏

i=1

(
xi σ(xi ) . . . σℓi (xi )

)
est égale à σ car les images sont les mêmes pour tout élément de J1,nK, chacun apparaissant dans exac-
tement une orbite.

■

Exemple

Soit σ=
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 10 6 4 2 1 7 5 8 9

. Représentation :

1 6

3 2

10 9

8

5

4 7

• Orbite de 1 : {1,3,6}.
• Orbite de 2 : {2,10,9,8,5}.
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• Orbite de 4 : {4}.
• Orbite de 7 : {7}.

Alors σ= (1 3 6)(2 10 9 8 5) = (2 10 9 8 5)(1 3 6).
Avec la proposition précédente, on tire d’ailleurs, par exemple,

σ= (2 5)(2 8)(2 9)(2 10)(1 3)(3 6) = (2 10)(10 9)(9 8)(8 5)(1 6)(1 3).

Remarque
Par commutativité des cycles à supports disjoints, on a facilement que si m est le ppcm des ordres des cycles,

σm = id. On peut même montrer que le ppcm est égal à l’ordre de σ.

Corollaire

Toute permutation se décompose en produit de transpositions.

Remarque
On dit qu’un groupe G est engendré par un ensemble A lorsque tout élément du groupe est un produit d’élé-

ments ou d’inverses d’éléments de A. C’est le plus petit groupe contenant tous les éléments de A. C’est l’analogue
du Vect des espaces vectoriels.

On a donc ici que les transpositions de Sn engendrent Sn .

2 Morphisme de signature et sous-groupe alterné
On fixe n ∈N∗.

a Signature d’une permutation

Définition : Inversions, signature

Soit σ ∈Sn . On appelle inversion par σ tout couple (i , j ) tel que i < j et σ(i ) >σ( j ).
On note I (σ) le nombre d’inversions par σ.
On appelle signature de σ le nombre ε(σ) = (−1)I (σ) ∈ {−1,1}.
Une permutation σ est dite paire lorsque I (σ) est pair et donc ε(σ) = 1. Elle est dite impaire dans le cas

contraire.

Méthode : Détermination pratique du nombre d’inversions
Pour chaque nombre de la deuxième ligne (image), on compte le nombre de nombres plus petits situés à sa

droite. Et on fait la somme.

Exemple

Soit σ=
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 10 6 4 2 1 7 5 8 9

.
Ici,

Terme 3 10 6 4 2 1 7 5 8 9

Nombre d’inversions 2 8 4 2 1 0 1 0 0 0

I (σ) = 2+8+4+2+1+1 = 18. σ est donc paire car ε(σ) = 1.
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Propriété

Toute transposition est impaire.

Démonstration

• Si τ= (i i+1) où i ∈ J1,n −1K, τ= 1 2 3 i i +1 n

1 2 3 i +1 i n

.
La seule inversion par τ est donc (i , i +1). Ainsi, ε(τ) =−1.

• Si, plus généralement, τ= (i j ), i < j ,

τ=
 1 2 3 · · · i −1 i i +1 · · · j −1 j j +1 · · · n

1 2 3 · · · i −1 j i +1 · · · j −1 i j +1 · · · n

 .

Les inversions par τ sont donc

(i , i +1), (i , i +2), . . . , (i , j −1) ; (i , j ) ; (i +1, j ), (i +2, j ), . . . , ( j −1, j )

et I (τ) = 2( j − i −1)+1 et donc ε(τ) =−1. ■

Lemme : Expression de la signature

Soit σ ∈Sn .
ε(σ) = ∏

1⩽i< j⩽n

σ( j )−σ(i )

j − i
= ∏

{i , j }∈P

σ( j )−σ(i )

j − i

où P =
{

{i , j } | 1⩽ i ⩽ n et 1⩽ j ⩽ n et i 6= j
}
désigne l’ensemble des paires d’entiers distincts compris entre

1 et n.

Démonstration

Par définition,

ε(σ) = ∏
1⩽i< j⩽n

sgn(σ( j )−σ(i )) = ∏
1⩽i< j⩽n

σ( j )−σ(i )∣∣σ( j )−σ(i )
∣∣ =

∏
1⩽i< j⩽n

(
σ( j )−σ(i )

)
∏

1⩽i< j⩽n

∣∣σ( j )−σ(i )
∣∣

et l’on peut transformer le dénominateur en utilisant la bijectivité de σ∏
1⩽i< j⩽n

∣∣σ( j )−σ(i )
∣∣= ∏

{i , j }∈P

∣∣σ( j )−σ(i )
∣∣= ∏

{k,l }∈P

|k − l | = ∏
1⩽i< j⩽n

( j − i ). ■

Théorème
Soit n ⩾ 2. L’application

ε :
(Sn ,◦) −→ ({−1,1},×) = (U2,×)

σ 7−→ ε(σ)

est un morphisme de groupe, ie si σ,σ′ ∈Sn , ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′).

Démonstration : (Non exigible)

1re méthode

ε
(
σ◦σ′)= ∏

{i , j }∈P

(
σ◦σ′) ( j )− (

σ◦σ′) (i )

j − i

= ∏
{i , j }∈P

σ
(
σ′( j )

)−σ
(
σ′(i )

)
σ′( j )−σ′(i )

∏
{i , j }∈P

σ′( j )−σ′(i )

j − i
.

Structure de groupe - page 22 sur 25

https://mp2i.lecontedelisle.re


J. Larochette Version du 11 décembre 2022

Dans le deuxième facteur de la dernière expression, on reconnaît directement ε(σ′).
Pour le premier, il faut au préalable réindexer (grâce à la bijectivité de σ′) en posant

{k,ℓ} = {
σ′(i ),σ′( j )

}
∏

{i , j }∈P

σ
(
σ′( j )

)−σ
(
σ′(i )

)
σ′( j )−σ′(i )

= ∏
{k,ℓ}∈P

σ(k)−σ(ℓ)

k −ℓ
= ε(σ).

2e méthode Il s’agit de comparer les nombres d’inversions de σ◦σ′ aux nombres d’inversions de σ et de σ′.
Les couples (i , j ) ∈ J1,nK tels que i < j , se classent en quatre cas distincts :
• σ′(i ) <σ′( j ) et σ◦σ′(i ) <σ◦σ′( j ) (on note N1 le nombre de tels couples.)
• σ′(i ) <σ′( j ) et σ◦σ′(i ) >σ◦σ′( j ) (on note N2 le nombre de tels couples.)
• σ′(i ) >σ′( j ) et σ◦σ′(i ) <σ◦σ′( j ) (on note N3 le nombre de tels couples.)
• σ′(i ) >σ′( j ) et σ◦σ′(i ) >σ◦σ′( j ) (on note N4 le nombre de tels couples.)

Le nombre d’inversion I (σ′) de σ′ est le nombres de couples (i , j ) ∈ J1,nK tels que i < j tels que σ′(i ) >σ′( j ) :

I (σ′) = N3 +N4.

Le nombre d’inversion I (σ ◦ σ′) de σ ◦ σ′ est le nombres de couples (i , j ) ∈ J1,nK tels que i < j tels que
σ◦σ′(i ) >σ◦σ′( j ) :

I (σ◦σ′) = N2 +N4.

Pour le nombre d’inversions de σ, il y a un peu plus de travail : remarquons que (i , j ) 7→ {σ′(i ),σ′( j )} est une
bijection de l’ensemble des couples (i , j ) de J1,nK tels que i < j dans l’ensemble des paires de J1,nK par
bijectivité de σ′.
Or compter les couples (k, l ), k < l tels que σ(k) >σ(l ) revient
— à compter les paires {k, l } distinctes telles que k < l

σ(k) >σ(l )
ou

 k > l

σ(k) <σ(l )

— ou encore, par la bijection précédente, à compter les couples (i , j ) de J1,nK tels que i < j et σ′(i ) <σ′( j )

σ(σ′(i )) >σ(σ′( j ))
ou

 σ′(i ) >σ′( j )

σ(σ′(i )) <σ(σ′( j ))

Ainsi,
I (σ) = N2 +N3.

Finalement, ε(σ)ε(σ′) = (−1)2N3+N2+N4 = (−1)N2+N4 = ε(σσ′).

■

Propriétés

(i) Un produit de deux permutations de même parité est pair, un produit de deux permutations de
parités différentes est impair.

(ii) Si σ ∈Sn se décompose en produit de N transpositions, ε(σ) = (−1)N .
En particulier, cette décomposition n’est pas unique mais la parité du nombre de termes est
toujours celle de la permutation.

(iii) ε est le seul morphisme de groupes de Sn dans {−1,1} tel que ε(τ) =−1 pour toute transposition τ.
(C’est en fait aussi le seul morphisme de groupe surjectif.)

(iv) Si c est un p-cycle, ε(c) = (−1)p−1.
(v) Si σ ∈Sn , ε

(
σ−1

)= ε(σ).

Remarque
L’autre morphisme de groupes est σ 7→ 1.
Si pour un transposition τ, φ(τ) =−1, alors si τ′ est une autre transposition, on a σ ∈Sn telle que τ′ =στσ−1 et donc

φ(τ′) =−1. Les deux seuls morphismes sont donc ε et σ 7→ 1.
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Démonstration

(i) car ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′).
(ii) Avec des notations évidentes et par récurrence, ε(τ1 · · ·τN ) = ε(τ1) · · ·ε(τN ) = (−1)N .
(iii) Facile avec (ii).
(iv) Avec le (ii) et les décompositions précédentes des p-cycles, par exemple

(i1 i2 · · · ip ) = (i1 ip )(i1 ip−1) · · · (i1 i2).

(v) ε
(
σ−1)= ε(σ)−1 = ε(σ) car ε est un morphisme de groupe puis car ε(σ) ∈ {−1,1}. ■

Exercice
Montrer que si σ ∈Sn et si p est le nombre d’orbites de σ, alors ε(σ) = (−1)n−p .

b Groupe alterné (HP)

Définition : Groupe alterné

Le sous-groupe An = Ker(ε) des permutations paires de Sn est appelé groupe alterné d’ordre n (ou de
degré n).

Démonstration

On a bien An = Ker(ε) = ε−1 ({1}) = {σ ∈Sn | ε(σ) = 1} sous-groupe de Sn . ■

Propriété

Pour tout n ⩾ 2, |An | = n!

2
.

Démonstration

Soit τ une transposition (ou n’importe quelle autre permutation impaire),

φ :
An −→ Sn \An

σ 7−→ τ◦σ
est bijective, d’inverse ψ :

Sn \An −→ An

ρ 7−→ τ−1 ◦ρ
.

Ainsi, ces sous-ensembles de Sn (donc finis) vérifient |An | = |Sn \An | et
|An |+ |Sn \An | = |Sn | = n! donc |An | = n!

2
. ■

Remarque
Il y a donc autant de permutations paires que de permutations impaires dans Sn .

Exemple
Décrivons S4 : il contient 4! = 24 permutations.

S4 = {
id,(1 2), (1 3), (1 4), (2 3), (2 4), (3 4), (1 2)◦ (3 4), (1 3)◦ (2 4), (1 4)◦ (2 3)

(1 2 3), (1 3 2), (1 2 4), (1 4 2), (1 3 4), (1 4 3), (2 3 4), (2 4 3),

(1 2 3 4), (1 2 4 3), (1 3 2 4), (1 3 4 2), (1 4 2 3), (1 4 3 2)
}

et
A4 = {

id,(1 2 3), (1 3 2), (1 2 4), (1 4 2), (1 3 4), (1 4 3), (2 3 4), (2 4 3),

(1 2)◦ (3 4), (1 3)◦ (2 4), (1 4)◦ (2 3)
}

(Il y a bien 4!

2
= 12 permutations paires.)
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SoitG = {
id,σ1 = (1 2)◦(3 4),σ2 = (1 3)◦(2 4),σ3 = (1 4)◦(2 3)

}
.

Il s’agit d’un sous-groupe commutatif de A4
comme l’atteste sa table ci-contre, appelé groupe
de Klein1.

On peut montrer qu’il est isomorphe à
(
U2

2,×)
et

que tout groupe d’ordre 4 est soit isomorphe au
groupe de Klein, soit isomorphe à (U4,×). Cf partie sur
les groupes.)

◦
id σ1 σ2 σ3

id id σ1 σ2 σ3

σ1 σ1 id σ3 σ2

σ2 σ2 σ3 id σ1

σ3 σ3 σ2 σ2 id

Remarque
On peut facilement trouver des sous-groupes de A4 d’ordre 1, 2, 3, 4, et 12 mais il n’y a pas de sous-groupe

d’ordre 6. On peut démontrer que ceux-ci sont soit cycliques (mais S4 ne contient pas d’élément d’ordre
6), soit isomorphes au groupe diédral D6 des isométries du triangle équilatéral (contenant 3 rotations et 3
symétries). On en trouve dans S4 engendrés par un 3-cycle et une transposition facilement isomorphe à D6
(qui est aussi isomorphe à S3, par ailleurs !).

1. Felix Klein (Düsseldorf 1849 - Göttingen 1925) Mathématicien allemand ayant contribué en théorie des
groupes, géométrie non euclidienne et en analyse.
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