13

Limites et continuité des fonctions

Extrait du programme officiel :

numeriques

Fonctions d’une variable réelle : limites et continvité

Dans cette section, on démontre les théoremes de base relatifs aux fonctions réelles de variable réelle
[...]Dans de nombreuses questions de nature qualitative, on visualise une fonction parson graphe. Il convient
de souligner cet aspect géométrique en ayant recours a de nombreuses figures.

Les fonctions sont définies sur un intervalle T de R non vide et non réduit & un point et, sauf dans le
paragraphe dJ [...] sont & valeurs réelles. On dit qu'une propriété portant sur une fonction f définie sur I est
vraie au voisinage de a si elle est vraie sur I'intersection de I avec un intervalle ouvert centré en a si a est
réel, avec un intervalle 1A, +ool Si a = +oo, avec un intervalle 1—oo, Al Si a = —oco.

Le paragraphe a) consiste largement en des adaptations au cas continu de notions déja étudiées pour
les suites. Afin d'éviter des répétitions, le professeur a la liberté d'admettre certains résultats.

Pour la pratique du calcul de limites, on se borne a ce stade & des calculs trés simples, en attendant
de disposer d'outils efficaces (développements limités).

Contenus

Capacités & commentaires

a) Limite d’une fonction en un point

Ftant donné un point a de R appartenant & I ou
extrémité de I, limite finie ou infinie d'une fonction
en a.

Unicité de la limite.

Si f est définie en a et possede une limite en aq,
alors chi—I.%f(X) = f(a).

Si f possede une limite finie en a, alors f est bornée
au voisinage de a.

Limite & droite, limite & gauche.
Caractérisation séquentielle de la limite (finie ou in-
finie).

Opérations sur les limites : combinaison linéaire, pro-
duit, quotient, composition.

Passage a la limite d'une inégalité large.

Existence d'une limite par encadrement (limite fi-
nie), par minoration (limite +oo),par majoration (li-
mite —oo).

Théoreme de la limite monotone.

Les définitions sont énoncées avec des inégalités
larges.

Notations f(x) J:;é, chi_r_r}lf(x).

Notations lim f(x) ou lim f(x).
a x—ar

b) Continuité en un point

Continuité, prolongement par continuité en un
point.

La continuité de f au point a de I est définie par la
relation f(x)):;f(a).



Lycée Leconte de Lisle — Réunion

Contenus

Continuité a gauche, a droite.

Caractérisation séquentielle de la continuité en un
point.

Opérations sur les fonctions continues en un point :
combinaison linéaire, produit, quotient, composi-
fion.
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Capacités & Commentaires

c) Continuité sur un intervalle

Continuité sur un intervalle.
Théoréme des valeurs intermédiaires.
Image d’'un intervalle par une fonction continue.

Corollaire : cas d'une fonction continue strictement
monotone.

Théoreme des bornes afteintes : foute fonction
continue sur un segment est bornée et atteint ses
bornes.

Image d'un segment par une fonction continue.

Une fonction continue sur un intervalle, d valeurs
réelles et injective, est strictement monotone.

Toute fonction réelle strictement monotone, définie
et continue sur un intervalle, admet une fonction ré-
ciprogue de méme monotonie, définie et continue
sur un intervalle.

Principe de démonstration par dichotomie.

La démonstration n'est pas exigible.

La démonstration n'est pas exigible.

d) Fonctions complexes

Breve extension des définitions et résultats généraux
sur les limites et la continuité.

Caractérisation de la limite et de la continuité a
I'aide des parties réelle et imaginaire.

Analyse asymptotique

L'objectif de cette section est d'introduire les techniques asymptotiques fondamentales, dans le cadre
continu [...]. Les fonctions [...] y sont & valeurs réelles ou complexes, le cas réel jouant un réle prépondérant.
On donne la priorité & la pratique d’exercices plutét qu'a la vérification de propriétés élémentaires relatives

aux relations de comparaison.

]

Contenus

Capacités & commentaires

Limites et continuité des fonctions numériques - page 2 sur 26


https://mp2i.lecontedelisle.re

J. Larochette

Contenus

Version du 22 janvier 2023

Capacités & Commentaires

a) Relations de comparaison : cas des fonctions

Relations de domination, de négligeabilité, d'équi-
valence en un point a de R.
Lien entre ces relations.

Regles usuelles de manipulation des équivalents et
des symboles o et O.

Obtention d'un équivalent par encadrement : si
les fonctions réelles f, g, h vérifient f < g < h et si
fx) o h(x), alors g(x) T f(x).

Propriétés conservées par équivalence : signe, li-

mite.

Notations

f) = 0@, flx) = olglx)), f(x) ~ gx).

— —

La relation f(x) =, 0.0 est définie & partir du quo-
fx)

g(x)
nule pas localement.
Pour la relation f(x) =, 8. on donne les deux

—a
formes &
g(x)

fient sous I'hypothése que la fonction g ne s’an-

gl et f(x) S8 +o(glx), en insistant

—a

sur l'intérét de la seconde dans les calculs.

Pour mener une étude locale de f au voisinage
de a#0, on étudie f(a+ h) pour h— 0.

Traduction & I'aide du symbole o des croissances
comparées de Inf (x), x%, e* en +oo, de Inf(x), x* en
0.
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Il Limite d’'une fonction en un point

Les fonctions sont a valeurs dans R, et I désigne un intervalle de R non vide et non

e s . . . p— °
réduit a un point, I son adhérence (bornes finies incluses, sauf pour R = R u {+o0o}), I son
intérieur (bornes exclues).
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II Voisinage

Définition 1 : Voisinage d'un point

SiaeR.

e Siae R, on appelle voisinage de a toute partie V de R telle qu'on ait e >0 pour
lequel la—¢,a+¢e[c V c'est-a-dire tel que |x—al<e=x€ V.

» Sia=+o0, On appelle voisinage de a toute partie V de R telle qu’'on ait A€ R pour
lequel [A, +oo[c V c'est-a-dire tel que x> A= xe V.

» Si a = —0o, on appelle voisinage de a toute partie V de R telle que -V est un
voisinage de +oo, c'est-a-dire telle qu’on ait Be R pour lequel | —oco, Bl c V c'est-a-
dire tel que x<B=xe€e V.

On note 7 (a) I'ensemble des voisinages de A.
On dit qu'une fonction f définie sur I vérifie une propriété au voisinage de a lorsqu'’l
existe Ve ¥ (a) tel que cette propriété est vraie sur InV.

Remarques 1
R1— Infuitivement, on a un voisinage V de a lorsque |'on peut approcher a en restant dans V.

R2— L'intersection de deux voisinages de a est encore un voisinage de a (¥ (a) est stable par
n) : il suffit de choisir le min des n ou des B et le max des A.

R3— Dans la pratique, on utilisera plutét des inégalités larges (mais c’est équivalent quitte a
prendre ¢ plus petit).

R4 — Par exemple, u,, — ¢ se traduit par
Ve>0, ANelN, Vn>N, |u,—¥¢|<¢g,
soit encore pour tout voisinage V de ¢, il existe un rang a partir duquel u, eV :
VVeVW), AINelN, Vn>=N, u,eV.

Et cela fonctionne encore si la limite est infinie.

H Limite

Définition 2 : Limite

Soit f:I— TR, acR élément ou borne de I, ¢ € R.
On dit que f tend vers ¢ lorsque x tend vers a, et on note f(x) — ¢ si et seulement si
pour tout voisinage de 2, il existe un voisinage de a surlequel f(x) reste dans le voisinage

de ¢. Autrement dit,
YVer), AWeV (a), fUNnW)cV.
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e+e -

a¥n a a%n

Figure 1 — Limite finie en un point fini

Définition 3 : Traduction pour ae R
SiaeRR,

e SitelR:
Ve>0, 3n>0, Vxel, |x—al<n=|f(x)-¢|<e.

e Sif=+400:
VAeR, In>0, Vxel, |[x—al<n= f(x) > A.

e Sif=-00: f(x)E>+oo ssi —f(x)ﬁ—oo, ie

VBeR, In>0, Vxel, |[x—al<n= f(x) <B.

Définition 4 : Traduction pour a infini

e Sia=+ooetleR:
Ve>0, AR, Vxel, x> A= |f(x)-¢|<e.

e Sia=0=+00:
VAeR, 3A€R, VxeI, x> A = f(x) > A

e Sita=+ooet ¢ =-oco: f(x) —oo0, ie

+00 SSi — f(x)

X—+00 X—+00

VBeR, FA€R, Vxel, x> A= f(x)<B.

e Sia=-ocoetleR: f(x) 2 ssi f(—x) l, e

X——00 X—+00
Ve>0, ABeR, Vxel, x<B=|f(x)-¢|<e.

+00, ie

e Sla=-ocoet l=+c0: f(x) +00 SSi f(—x)

X——00 X—+00

VAeR, 3BeR, Vxel, x<B= f(x) > A.

e Sia=0=-00: f(x) +00, , I

—00 SSi — f(—x)

X——00 X—+00

VBeR, 3B'€R, Vxel, x<B = f(x)<B.
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Remarque 1
Méme si f est définie en a, on n’a pas nécessairement f(x) — f(a) (ce qui traduit en fait
f confinue en a) : considérer f:x— 6,1 nulle partout sauf en 1 ou elle vaut 1.

y

1+ +

hva
X
K
1

Figure 2 — La fonction é.,

Alors, si f(x) — ¢, pour toute>0, |f(1)-¢| <e donc ¢=f(1) = 1. Mais si x # 1, on obfient 1 e,
X—
ce qui est contradictoire.

Propriété 1

Si f(x) — ¢ et si f est définie en a, alors ¢ = f(a).

Démonstration

¢ ne peut pas éfre infinie, sinon on aura pour fout Ae R, f(a) > A ou pour tout Be R, f(a) < B.
Pour fout £ >0, on aura |f(a) - ¢| <e, ce qui donne f(a) = ¢.

Propriété 2 : Unicité de la limite

Lorsque la limite existe, elle est unique et est alors noté )1611131 f(x).

Démonstration

Déja, on ne peut pas avoir a la fois une limite finie et infinie. En effet, si f(x) - ¢ € R
et f(x) — +oo lorsque x — a, alors on aurait des voisinages V,V' de a tels que si
XelINVNV' #9, fx)<l-1et f(x)>0+1...

Si, parexemple, ae R, et si f(x) — ¢ etsi f(x) — ¢ avec ¢,¢' eR et si, parexemple, ae R,
onan;>0eftn,>0telsquesilx—al<n, [f(x)—¢|<5 etsilx—al<n, [f(x)-¢'|<5.

Alors si |x—al <min(n1,1m2), [¢ - '] ﬁ |f)—¢|+|fx)-¢'|<e.

1 .
Alors ¢ =¢' (par exemple en prenant € = - et en faisant n — +c0.)

Propriété 3
SiteRR,

f(x)ﬁl@f(x)—Z?:;O@|f(x)—£|E>0.
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Démonstration
Dans les trois cas, |a définition s’écrit de la méme maniere.

Propriété 4:convergente = localement bornée

Si f admet en a une limite finie, alors f est bornée au voisinage de a (on dit que f
est localement bornée).

Démonstration

Si f(x) E»ZE]R, alors on a un voisinage V de atelquesixeInV, /-1< f(x) <l +1.

Propriété 5

SiteR, gx) —0 et au voisinage de a, |f(x)-¢| < g(x), alors f(x) — l.

Démonstration

Soit >0, Ve¥(a) surlequel |[f(x)—¢|<gx).Ona V' e¥(a) tel que sixe InV’, g(x) < e et donc
siV'=vnV'e¥(a), pour tout xe InV”, |f(x) - ¢| < gx) <e donc f(x) — ¢.

B Caractérisation séquentielle

Propriété 6 : Caractérisation séquentielle de la limite

Soit f:1—R, aeR élément ou borne de I, /€.

f) —— =Y (an), € ™ a,—a, flay—-¢.

Démonstration

e (=) :casoU a=+oco et £eR. Soit (a,), €IV | a, — a=+oco.
Soite>0.0Ona AeRtelquesixeltelque x> A, |f(x)-¢|<e.
OnaaussiNeN telque sin> N, a, > A. Alors sin> N, |f(an) - €| <e.
Enrésumé :Ve>0, 3INeN, Yn> N, |f(a,)-¢|<e.
e (<) : par contraposée, dans le cas oU a€ R et £ = +oo, par exemple.
Si f(x) /€ = +oo, alors on a A€ R tel que pour tout n>0, on a xeI tel que |x—al <n et
fx) < A.

. N 1
Si pour tout ne N, on considére n=-1;, on a a, €I tel que |a, - al < — et fla,) < A.
n

Alors a,, — a par encadrement et pourtant f(a,) 4 ¢ = +oo.

Remarques 2

R1— Pratique pour démontrer qu'on n’a pas de limite, ou qu’'on ne tend pas vers une certaine
limite.
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rR2 — Version plus forte :
faune limite en a<V (ay), € I™ | a,— a, (f(an)) aune limite.

En effet, siV (ay), € IN | an — a, (f(ay)) converge, etsi(ay),eI™ | a, — aet (by), eIV | b, — a,
flay) — ¢ et f(by) — ¢!, 0N POSE 2 = an €t can+1 = by, alors ¢, — adonc (f(c,)) converge mais
(f(an) et (f(by)) en sont des suites extraites donc ¢=2¢'.

On refrouve ensuite I'autre caractérisation.

Exemple 1

f:x—sinl n'apas de limite en 0. En effet, f () =0 et f(ﬁ) =1. Ou encore, plus simple :
f(L) = (=" n'a pas de limite.

7
§+21’l7l'

ﬂ Limites et ordre

ﬂ Comparaison de la limite

Propriété 7
Sif:I1—TR, acR élément ou borne de I, ¢,c,d e R.
e Si¢>c, au voisinage de a, f(x)>c.
e Si ¢>d, au voisinage de a, f(x) > d.
e Sic<l<d, au voisinage de a, c< f(x) <d.

Démonstration
Si ¢ = +o00, c'est la définition.
. {—c {—c fC+c
Sinon, avec e = — on a Ve¥(a) tel que pour tout xe InV, f(x) 24—7 =—>c

De méme, avec € = — ona V'e¥(a) tel que pour tout xe InV’,

d-¢ (¢+d
<Hl+—=——<d.
fx) + 2 > <

Alors avec V"=V nV'e¥(a), pourtout xe InV”, c< f(x) <d.

Remarque 2
On retrouve un résultat déja vu, sous forme de :

Corollaire 1: convergente = localement bornée

Si f a une limite finie en a, f est bornée au voisinage de a.
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H Passage des inégalités a la limite

Propriété 8 : Passage des inégalités a la limite

Si f,g:I1—R, acR élément ou borne de I, ¢,¢' € R tels que

H1 f(JC) E’[ et g(x) E’f’
H2 Au voisinage de a, f(x) < g(x) (respectivement f(x) < g(x))

Alors ¢ < /',

Démonstration
Si (an) € IN tel que a, — a, f(a,) — ¢ et gla,) — ¢' et si V voisinage de a tel que sixeInV,
fx) < gx), alorsona NelNtelquesin> N, a,eV et donc f(a,) < glan).
Alors, d'apres la propriété vu sur les suites, on obtient ¢ < ¢'.

Théoréme de le limite d’'un encadrement

Théoreme 1 : limite finie par encadrement, +co par minoration, —oco par majoration

Si f,g,h:1—R, acR élément ou borne de I, ¢ € R tels que

H1 f(0— ¢ et h(x) —¢

X—a

H2 Au voisinage de a, f(x) < g(x) < h(x)
Alors g(x) — l.

De plus, si ¢ = +oo (respectivement ¢ = —o0), on obtient la méme conclusion avec
seulement g(x) < h(x) (respectivement f(x) < g(x)).

Démonstration
Si (an) € IN tel que a, — a, f(a,) — ¢ et h(a,) — ¢ et si V voisinage de a tel que
SixeInV, fx) < gx) < h(x), alors on a N e N tel que si n > N, a, € V et donc
flay) < glay) < hlay). Alors, d'apres la propriété connue sur les suites, on obtient

glay) — /.
Comme c’est vrai pour toute suite a, — a, d'apres la caractérisation séquentielle, g(x) — ¢.
X—a

Cela permet de retrouver le

Corollaire 2

SiteR, gx) —0 et au voisinage de a, |f(x)-¢| < g(x), alors f(x) — l.
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B Opérations sur les limites

Propriété 9 : Composée de limites

Si 1,Jintervalles de R, f:1— R telle que f(I)<J, g:J— R, acR élément ou borne de
I, (eR.
Si f(x) —b élément ou borne de J et si g(y) — ¢, alors go f(x) —
x— y— .

Démonstration

Si (ap) € IN telle que a,, — a, alors f(a,) — b et donc g(f(an) = go f(a,) — . Comme c’est vrai
pour toute suite a, — a, go f(x) — l.

Propriété 10 : Somme, produit, quotient de limites

Si f,g:1—R, acR élément ou borne de I, f(x) E’[EE’ g(x) E»Z’eﬁ AeR
(i) flx)+gx) — ¢+ ¢ lorsque cela a un sens,
(i) Af(x) — Al lorsque cela a un sens,
(i) f(x)g(x) — ¢¢' lorsque cela a un sens,

. . . . 1 1 1
(iv) o Si ¢#0, Qu voisinage de a, f(x) #0 et e gy (avec e 0).

. . 1
e Siau voisinage de a, f(x)>0et f(x) — 0, alors m — > +00

. . 1
» Siaqu voisinage de a, f(x) <0 et f(x) —0 alor: e —

Démonsiration

On peut le faire directement (comme pour les suites) ou avec les suites avec la caractéri-
sation séquentielle.
Par exemple pour (iii), si par exemple, ¢ >0, on sait qu'on a un voisinage V de a sur lequel

f(x)>0 (de mémessi ¢£<0.)
1 1

— —

f(an) l
d'apres les propriétés des limites des suites. Comme c’est vrai pour toute suite a, — a, on

1
conclut que m pupdyl

En suite, sion a (ay) € IN telle que a, — a, on a unrang N & partir duquel a, € V, et

Propriété 11 : Produit d'une suite localement bornée et d’une suite tendant vers 0

Sif,g:1—R, acR élément ou borne de I et si f(x) —-0 et g est bornée au voisinage
de a, alors f(x)g(x) —0.
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Démonstration

On a MeR* et V un voisinage de a tel que sixe InV, |gx)| < M.
Alors sixeInV, [f(x)gx®)] < M|fx)]—0 donc fx)g(x) —0. -

ﬂ Limites a gauche et a droite

Définition 5 : Limite a gauche, a droite

Soit f:I1—-R, ¢eR, acR élément ou borne de 1.
On dit que f admet ¢ comme limite a gauche (respectivement a droite), ou par
valeurs inférieures (respectivement par valeurs supérieures), et on note

4

fx)

Xx—a-

ou
flx)— ¢

X—a
x<a

¢ ou f(x)):;f) lorsque

x>a

(respectivement f(x)

x—a*
fl]—oo,a[nl 24
Xx—a

(respectivement flj4 +oolnI — /).

Remarque 3

A Borne ouverte en a!

Définition 6 : Limite lorsque a el

Lorsque a€ i et f est définie sur I\ {a}, on dit que f admet une limite en a lorsque
(i) f admet une limite ¢_ d gauche de a,
(i) f admet une limite ¢, a droite de a,
(iii) €, =¢_.

On note alors f(x) — l(=0_=/¢,).

Remarque 4
Cela équivaut a dire que f(x) — ¢ si et seulement si pour tout voisinage V de ¢, il existe
n>0 fel que pour tout xe I'\{a}, |[x—al <n=> f(x) € V : on refrouve la définition habituelle.

Exemples 1

E1— x— 8,1 admet une limite nulle & gauche et a droite de 1.

E2— |-] admet en tout élément de k € Z une limite d gauche qui vaut k-1 et une limite &
droite qui vaut k.
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Propriété 12 : Caractérisation de la limite par les limites a gauche a a droite

Sif:I-Refsiac 1, alors f admet une limite en a si et seulement si
H1 f admet une limite ¢~ a gauche de a,
H2 f admet une limite ¢, a droite de a,
H3 ¢, =¢_= f(a).

Démonstration

o (=) :0n a déja vu que si f admet une limite en a, elle vaut f(a). Soit e>0. Onan>0
tel que pour tout xe I, [x—al <n=|f(x) - f(a)| <e.
Alors, en prenant x € In] —oo,al, on obtient f(x) - fla), et en prenant

x € In]a, +oo[, ON obtient f(x) — f@. -
e (<) :Si, réciproquement, f(x) xTsz(“) et f(x) ;:zf(a)' ete>0,alorsonan; >0etn,>0

tels que si xe I,
a<x<a+n1=>|f(x)—f(d)|<8

et
a-m<x<a=|fx)-fa|<e.

De plus, |f(a) - f(a)| <e.
Alors sin=min(n;,7,), et si xe I tel que [x—al <n, on a bien |f(x) - f(a)| <.

Théoreme de la limite monotone

Théoreme 2 : de la limite monotone

Soient a,be R tels que a< b, f:la, bl— R croissante (respectivement décroissante).

(i) Si f est majorée sur la,bl, f admet une limite finie en b~ (respectivement a*) et

lim f =sup f (respectivement lim f = sup f).
b la,bl a* la,bl

+oo (respectivement f(x)

x—b~ x—at
(i) Si f est minorée sur la,bl, f admet une limite finie en a* (respectivement b~) et
limf = ]ing[ f (respectivement libm 7= ]inbf[ f).
at a, B a,

+00).

Sinon, f(x)

Sinon, f(x)

—oo (respectivement f(x) 5 —00).
+ X—0"

X—a

Démonstration

(i) Cas ou f est croissante (sinon, il suffit de changer f en —f).

« Si f est majorée, {f(1); tela,bl} est une partie non vide et majorée de R, donc ¢ =sup f
la,bl

existe.
Soit € > 0. Par caractérisation de la borne supérieure dans R, on a xq €la, b[ tel que

¢ —¢e< f(xp) < =supf. Alors, par croissance de f, pour tout x > xo,
la,bl

C—e< fx) S fX)K<l=supf<l+e
la,bl
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donc |f(x) -¢|<e.

* Sibestfini,onposen=b-xy>0,six€la,b[telque |x—b| <n, c'est-O-dire xo=b-n< x<b,
alors |f(x)-¢| <e.
Ainsi, f(x) . l.
e
* Si b= +co, ON pOse A=xy, si x€la, bl tel que x> A=xy, |f(x) - | <e. Ainsi, f(x) ——¢.

« Si f n"est pas majorée, pour tout Ae R, on a xg €la, bl tel que f(xy) > A. Alors pour tout
x> xo, f(x0) = A. Que b soit fini ou non, on conclut de méme que f(x)

- +00.

X—

Le (ii) se traite de maniere similaire. [ |

Corollaire 3

Soient a,b e R tels que a< b, f:la,bl— R croissante (respectivement décroissante),
f admet en tout point xo de 1a, bl une limite a gauche et une limite a droite finies qui
valent

flxg)= ]it;p[f
et
flxg)= jinf f
efona
Fxg) < fxo) < fxp)

(respectivement f(x;) :]inf[f, f(x§)=sup fetf(xy)=fxo)=f(xg))
Lo 1x0,b[

Remarque 5

Une fonction telle qu’en tout point elle admette une limite & gauche et a droite est dite
réglée.

I[l Comparaison asymptotique

B béfinition

Définition 7

Si f,g: I— R, a élément ou borne de I, et si au voisinage de a, g(x) #0, on dit que

o f est dominée par g au voisinage de a et on note f = (2(g) ou f(x) = xga(g(x))

f

lorsque = est bornée au voisinage de a.
§

 f est négligeable devant g au voisinage de a et on note f = g(g) OU f < g ou
@,

g(x) x—a

fx) :xga(g(x)) ou f(x) < g(x)lorsque
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« f est équivalente d g au voisinage de a et on note f ~g ou f(x) =, 80 lorsque

fx) : .
—— ——1,c'est-o-dire f=g+ .
0 o= f=g+o(g)

Remarques 3

R1— La définition s’étend aux cas ou les fonctions sont définies sur des réunions d'intervalles,
a étant élément ou borne d'un des intervalles.

R2— Les remarques faites et les propriétés données pour les suites sont encore valables : on
remplace « & partir d'un certain rang » par « au voisinage de a».

R3— En particulier, les définitions se généralise au cas ou g s’annule trop souvent pres de a
parl'existence d'une fonction h bornée (respectivement convergeant vers 0 ou 1 lorsque
x— a) tel que au voisinage de a, f(x) = gx)h(x).

R4 — En particulier, f(x) = xga(g(x)) signifie qu'il existe K € R et un voisinage V de a tel que si
xelInV, |fx)|<K|gx)|
flx)= xga(g(x)) signifie que pour tout € > 0, il existe un voisinage V de a tel que sixeInV,
[ff<elg].

R5 — De nouveau, cela renseigne seulement sur le comportement local d'une fonction : au
voisinage de a, mais pas sur le comportement global des fonctions.

E Propriétés

Toutes les propriétés vues sur les suites restent valable.

Propriété 13 : Changement de variable

Sif:7—R, g:J— R, aélément ou borne de I, b élément ou borne de J, ¢: ] — R tel
que () c I et @(1) @ alors
t—

« Sif= o (g(x) alors fp)= tgb(g(q)(t))).

o Si f(x) :xga(g(x)), alors f(g(r) = tgb(g(cp(t))).

« Sif(x) ~ gx), alors flp(®) ~ glp(t).
Les pieges sont les mémes que pour les suites : pas de somme ou de différence d’'équi-

valents, pas « f—g — 0», pas d’équivalent a 0, pas de composition par des fonctions &
gauche.

o e/ < e80 — f(x)-g(x)—0
e Si f(x) ~ g(x) avec pour tout x, f(x) >0 et g(x) >0, au voisinage de a, g(x) #1 et si
g(x) — ¢ e R* U{+oo} avec (£ £1), alors In(f(x)) ~In(g(x)).

En effet,
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ef(x)

N — of(0)-gx)
@ ef(-g
f(x))
ln(l +—
. Inflo) _ L+ gx)J 1 Cgrln(HM) —0etlng(x)—1In¢#0 OU +oo.
Ing(x) Ing(x) g(x)

Propriété 14 : Croissances comparées

Sia,B,y>0,

In”(x) <« x% « eP*
xX—t X—+00

Remarque 6

On afacilement que sia <, alors x*= o (1) et x/ = 0 (x%).
—T00 X—

Propriété 15

Si f:I— TR est dérivable en ae I etsi f'(a) #0, alors

f@-fl@ ~ flax-a.

Démonstration

f)-fla

X—a

— fl(@) e R*.

Propriété 16 : Equivalents usuels en 0

Soit a e R* fixe.

e Sinx ~ Xx e InNl+x) ~ x e Arcsinx ~ x
x—0 x—0 x—0
o tanx ~ x e -1 ~ x
x—0 x—0 e shx ~ x
X2 e (1+x)%-1 ~ ax el
e cosx—1 ~ —— S
=0 2 e Arctanx ~ x e thx ~ x
x—0 x—0

Si f(x)=ayxP +ayxP 1 +---+a,x" avec p<n, a,#0 et a, #0, alors
P p p P

p n
X) ~ dpX et X & aAnX .
f( )x—»O P f( )x—>ioo n

Démonstration

Conséqguences de la propriété précédente.
. X
cosx—1=—-2sin? >

Limites et continuité des fonctions numériques - page 16 sur 26


https://mp2i.lecontedelisle.re

J. Larochette Version du 22 janvier 2023

Remarque 7
Lorsque I'on est au voisinage de a, on se ramene en général au voisinage de 0 en posant
x=a+hsiaestfiniet x= 1 si a estinfini.

Exemples 2
E1— Limite en +oo de f(x) = x((l —sin%) - 1).

((c+DY* = x1%) (xInx)?

x(xllx) —x

E2— Limite en +oco de f(x) =

M continvité

II Continuité en un point

Définition 8 : Continuité en un point

Soit f:I—-1R, acl.
f est dite confinue en a si et seulement si f(x) E»f(a), si et seulement si

Ve>0, 3n>0, Yxel, [x—al<n=|f)-f(a)|<e.

Remarques 4
R1— Ainsi, f n'est pas continue en a si et seulement si

3e>0, V>0, dxel, [x—al<net|f(x)-fla)|>e.

R2— f est continue en a si et seulement si f est définie en a et a une limite finie en a.

Les propriétés suivantes sont de simples conséquences des propriétés sur les limites

Propriété 17

Soient f,g:I—-R, ael, LeR.
(i) Caractérisation séquentielle : f est continue en a si et seulement si

V(an) € IN|ay, — a, f(ay) — f(a).
(i) Si f et gcontinuesen a, f+g fxg Aflesontaussi. Si, de plus, g ne s’annule pas
au voisinage de a, g I’est aussi.
(i) Si h:J— R et f(I) <], etsi fcontinue en a et h continue en f(a), alors ho f en

continue en a.
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Remarque 8
f n'est pas confinue en a si et seulement si on peut trouver (a,) telle que a, — a Mmais
flan) # f(a).

Rappel :

Définition 9 : Prolongement par continuité

Sif:I\{a} — RetleRtelque f(x) — ¢, alors on appelle prolongement par continuité
de f en al'application g: I - R telle que g(x) = f(x) six#a et gla)="¢.

Remarque 9
[l est continu en a!

E Continvuité a gauche, a droite

Définition 10 : Continuité a gauche et a droite

Soit f:I—-1R, acl.
« festcontinue a droite de asi et seulement si Inja, +ool# I €t flin(a,+00; €T CONtiNUE
en a si et seulement si f(x) f(a).
x—at*

« f est continue a gauche de asi et seulement si In] —oo, al# & €t fl1n)-c0,q) €T CONTi-
nue en a si et seulement si f(x) f(a).

Xx—a-

Propriété 18

Soit f:T—R, ac .

£ est . f est confinue a gauche de a
est confinue en a <
f est continue a droite de a

Démonstration

Application du résultat sur les limites & gauche et a droite. [

Exemple 2
|-] est continue en tout point de R\ Z, continue & droite mais pas a gauche de tout ke Z.
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Figure 3 — La fonction [-]

B Continuité sur un intervalle

Définition 11 : Continvité d’'une fonction

Soit f:I—RR. f est dite continue lorsque f est continue en tout point de 1.
On note €(I,R) ou €(I) ou €°(I,R) ou €°() I'ensemble de telles fonctions.

Remarque 10

Si on veut parler de la continuité de f sur un intervalle qui n’est pas son infervalle de
définition, il peut y avoir ambiguité sur les bornes fermées.

Par exemple, peut-on dire que la fonction partie entiere est continue sur ]0,1[ alors qu'elle
ne I'est pas 02 Doit-on comprendre que sa restriction & 10,1[ est continue (ce qui est vrai cette
fois) ¢

Dans le doute, il vaut mieux préciser continue en tout point ou dont la restriction est conti-
nue.

Lorsqu'il s"agit de son ensemble de définition ou lorsque I'on s’intéresse a la confinuité sur
un intervalle ouvert, les deux définitions sont équivalentes.

Propriété 19

Soient f,ge€ (D), AeR.

() f+g fxg Afe€D.
(i) (€(I),+,x) est un sous-anneau (R, +, x).
(iii) Si he€(J) tel que f(I)c ], ho fe<€ ().

f

(iv) Si g ne s’annule pas sur I, P e € (D).

(v) |f| inf(f,g8). sup(f,g) € €.
(vi) Si Jintervalle non vide tel que J< I, fl; € €()).

Démonstration

(V) :inf(f, ) =%(f+g—|f—g|) et sup(f,g) =%(f+g+|f—g|)- u
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ﬂ Théoreme des valeurs intermédiaires et image continue
d’un intervalle

Théoreme 3 : des valeurs intermédiaires

Soit f:1— R confinue. Si a,be I tels que a<b et me[f(a)5 f(b)], alors il existe ce [a, bl
fel que m = f(c).

Autfrement dit, [f(a@)5 f(b)] < f (Ia, b).

Remarque 11
[f(a)7 f(b)] signifie [f(a), f(b)] ou [f(b), f(a@)] selon la position relative de f(a) et f(b).

Figure 4 — Le théoréme des valeurs intermédiaires

Démonsiration

On suppose, par exemple, que f(a) < f(b) et donc f(a) < m< f(b).
On procéde par dichotomie : on définit des suites (ay,), (b,) € IN respectivement croissante
et décroissante par ay = a, by = b, puis, par récurrence, si a, et b, sont construits, et tels que
a, + by,

flan) <m< f(by), ON pPOSe ¢, = , et alors :

o s0it f(cy) = m et alors ¢ = ¢, convient : la démonstration est terminée ;
e soOit f(cp)>metonpose aps1=a,<m<c,=bpir;
e SOIt f(cp) <metonpose ayi1 =cn <M< by=Dbpir.
On a donc (a,) croissante, et (b, décroissante (car pour tout n, [an+1,bus1] < lan, byl),
b-—a . . « .
bn —an = —— — 0 donc les suites sont adjacentes et convergent vers une méme limite ce [a, b].

Or comme pour tout ne N, f(a,) < m< f(b,), on obtient lorsque n — +oo, par continuité de
fenc m=f(co).

Remarques 5

R1— Souvent utile pour montrer I'annulation d'une fonction : il suffit qu’elle soit continue et
que f(a) et f(b) soient de signes contraires.

R2 — Application a une recherche de point fixe :
fX)=x=gx)=f(x)—x=0.

R3 — Laréciproque est fausse : on peut vérifier la propriété des valeurs infermédiaires sans éfre
continu.
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R — R
C'est le cas par exemple de la fonction f: 1 sjx£0 discontinue

F COoS
X — X) =
1

Six=0
en 0.

rR4a— On étend le théoréme en remplacant les valeurs atteintes aux bornes par des limites.

Corollaire 4 : Extension du théoréeme des valeurs intermédiaires

Sia,beR tels que a<b, f:1a,bl— R continue et admet des limites lim f @ droite de a

et l%)r_nf a gauche de b, alors pour fout me

limf*,’l%]mf[, on a ce€la, bl tel que f(c) = m.
at a

Autrement dif, ]limf?l%}mf[ < f(la, bl).
at B

Démonstration

En effet, on peut trouver @', b’ €]a, bl tels que m € [f(a), f(b)] par propriété sur les limites, et
on peut donc appliquer le théoreme.

Exemple 3

Un polynéme de degré impair a toujours au moins une racine réelle.
En effet, comme on a des limites oo OU Foo en +oo, Notre polyndme prend au moins une
valeur positive et une valeurs négative sur R.

Corollaire 5:Image continue d'un intervalle

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
Autrement dit, si f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.

Démonstration

Les intervalles sont les convexes de R, il suffit de montrer que f(I) est convexe.

Or, si a,p € f(I) avec a < B, on a ab € I tels que a = f(a) et B = f(b) et alors
[, Bl = [f(@), f(b)] < f(la7h]) < f(I) d'apres le théoreme des valeurs intermédiaire.

Donc f(I) est une partie convexe de R, c’est-a-dire un intervalle.

Remarques 6

R1— /N Engénéral fla b)) # [f(a), f(b)] et f(a,bD # ]liarpf,libmf[.

R2— Le type de I'intervalle n'est pas conservé en général (sauf pour les segments comme on
le verra dans le paragraphe suivant).
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Exemples 3
E1— th(R)=]-1,1[ : le premier n’est pas borné, le deuxieme I'est.
E2 — sin(]0,3xn[) =[-1,1] : le premier est ouvert, le deuxieme est fermé.

E3— Avec f(x)=(1-x) sini, £(10,11) =1 - 1,1[. (On peut considérer x, = g +2nm et x), = —g +2nm.)

ca- tan(]-2,2[) -k

B Continvité sur un segment

Théoreme 4 : des bornes atteintes

Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Ainsi, si a,b € R tels que a < b et si f est confinue sur le segment [a,b], alors on a
c,de€[a,b] tels que f(c) = r[nibr]lf ef f(d)= r[nellj)]cf.
a, a

)

Démonstration

« 1% étape : f est bornée
Si, par I'absurde, f n'est pas majorée, alors pour tfout n e IN, on a x, € [a,b] tel que
f(xy) = n, et donc f(x,) — +oo.
Comme (x,) est bornée, d'aprés le théoreme de Bolzano-WeierstraB, on a
une extractrice ¢ ftelle que (xym) converge. Alors, par confinuité, (f(x,)
converge également, ce qui est contradictoire.
On montre de méme (ou en considérant —f) que f est minorée, et donc qu’elle est
bornée.

« 2¢ étape : les bornes sont atteintes

Soit M =sup, , f (Qui existe bien).

Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, on a (x,) € la,b]N telle que
fxp) — M.

Puis, par le théoreme de Bolzano-WeierstraB, on a une exiractrice ¢ telle que (xym)
converge vers ¢ € [a,b] (passage des inégalités a la limite). Alors, par continuité,
[ xn) = fO.

Par unicité de la limite, M = f(c) et le sup est atteint et est donc un max.

On montre de la méme maniere (ou en considérant —f) que la borne inférieure est
atteinte.

Corollaire 6 : Image continue d'un segment

L'image d’un segment par une fonction continue est un segment.
Avec les notations précédentes, f étant continue sur [a, b),

i ’ = , d
min f r[g%f] [f(0), f@)]

f(lab]) =
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Démonstration

D’apres, par définition, f(c) ZI[nibI]lf et f(d) = : %>]<f donc
a, a,

f(la,b)) < [f(o), f(@)].
Ensuite, le théoréme des valeurs infermédiaire donne

[F©@. f@] = f(levar) < f(la,b1).

B Continuité et injectivité

Propriété 20

Si f est continue et injective sur un intervalle I, f est strictement monotone sur 1.

Remarque 12
f peut étre injective sans étre strictement monotone (et donc sans étre contfinue). Par

contre, une bijection continue est nécessairement strictement monotone.

Démonstration

Si f n'est pas monotone, alors on peut trouver x,y,z € I fels que x < y < z et
f) &[f),f(2)]. c'est-a-dire soit f(y) >max(f(x), f(2)), soit f(y) <min(f(x), f(2)).

Dans le premier cas, on peut frouver, par continuité de f et théoreme des valeurs infermé-
diaires, y' €lx, yl et y" ely, zl tels que f(y) = f(y") € |max(f (%), f(2), f()|. ce qui contredit I'injecti-
vité.

Donc f est monotone. L'injectivité de f impose ensuite a la monotonie d’éfre stricte.

Propriété 21

Si f est continue et strictement monotone sur I,alors f(I) est donné par

I [a, b] [a, b[ la, b] la, b|

f /| f@. o] | [f@limf| | |timf, @] | |timflim ]|

N o f@] | |imf f@| | | f@lims| | limflim f|

(les limites existant bien).

Démonstration

Le cas [a, b] est donné par I'image continu d'un segment et la monotonie de f.
Traitons le cas [a, b[ si f est strictement croissante, par exemple.
On a déja que pour tout x € [a, b, f(x) € [f(a),libmf[ avec libmf = ingf(x).
= N x<
Si, réciprogquement, y e [f(a),l%)rpf[, alors y < sup f(x) donc on a xg € [a, bl tel que y < f(xg).

x<b
Alors y € [f(a), f(x0)]. donc, par théoreme des valeurs intermédiaires (et continuité de f), on a
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x € la, xo] < [a,b[ tel que y = f(x). Donc f(la, bl) = [f(a),liblpf[.
Les autres cas se traitent de la méme maniere.

Si f est monotone sur un intervalle I et f(I) est un intervalle, alors f est continue sur 1.

Démonstration

On traite le cas ou f est croissante.
Supposons dans un premier temps que xo N'est pas une borne de 1. D'apres le théoréme de
la limite monotone, f admet des limites & gauche et a droite de x, qu’on notera f (x,) = sup f(x)
X<Xo

et f(xg)= xiil;fof(x) telles que f(x;) < f(xo) < f(xg). Pour montrer que f est continue en xo, il suffit

de démontrer que f(x;) = f(x0) = f(x7)-

Si, par 'absurde, f(x,) < f(xp), posons a€ I tel que a < xo (existe car xy n'est pas une borne
de I). Alors f(a) < f(xy) < f(x0).

Si on pose maintenant m e | f(x;), f(xo)[ < | f(a), f(x0)[. comme f(I) est un intervalle, on a
cela, xo[ tel que m= f(c) < f(x;) =xi£1xf0f(x) ce qui est contradictoire. Donc f(xg) = f(xo)

On montre de méme que f(x) = f(x])-
Si xp est une borne de I, une seule des deux limites suffit.

Théoréme 5 : de la bijection

Soit f une fonction, I un intervalle tels que
H1 f est continue sur I;
H2 f est strictement monotfone sur I.
Alors
C1 finduit une bijection f de I sur J= f(I);
C2 f! est strictement monotone de méme monotonie que f;
C3 f! est continue sur J.

Démonstration

L'application f: I — J = f(I) est bien surjective, et injective car f est strictement monotone.
C’est donc une bijection.

Si, par exemple, f est croissante, et si y,y' € J tels que y < y/, alors si f~1(y) > f~'(y/). par
croissance de f, y >y, ce qui est contradictoire. Donc f~1(y) < f~!(y'). Donc f~! est strictement
croissante.

Comme f~! est monotone sur l'intervalle J et f~1(J) = I est un intervalle, f~! est continue sur
J d'aprées le lemme précédent.

Remarques 7

R1— Si I,J sont des intervalles réels, une fonction f:1— J telle que
« f est continue sur I et injective est strictement monotone,
« f est monotone sur I et surjective est continue.
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Par contre, on peut trouver des bijections de I sur J qui ne sont ni continue, ni monotone.

R2 — Sion ne se place pas sur un intervalle, la réciproque n’est pas nécessairement continue.
Par exemple, la réciproque de la bijection de f: [0,1[u[2,3] — [0,2[ telle que f(x) =xsix<]1,
x—1sinon n'est pas confinue en 1.

Définition 12 : Homéomorphisme (HP)

f:I— J est appelé homéomorphisme lorsque f est bijective et bicontinue, c'est-a-
dire f continue sur I et f~1 est continue sur J.

Le « theoreme de la bijection» se reformule alors en

Théoreme 6 : de 'homéomorphisme

Toute fonction continue strictement monotone induit de I sur J = f(I) un homéomor-
phisme.

m Breve extension aux fonctions a valeurs complexes

La notion de limite s’étend, comme pour les suites, aux fonctions a valeurs complexes. Pas de
limite infinie possible, et une limite finie £€ C en ae R élément ou borne de I pour f: I — C s’écrit

Ve>0, 3Ve¥(a), Vxel, xeV=|f(x)-¢|<e

ou V est & adapter selon que a est fini (n>0...), +oo (A€ R...) OU —co (BER...)
Les propriétés ne faisant pas intervenir I'ordre sont toujours valables, en particulier la caracté-

risation séquentielle.
Les comparaisons asymptotiques et la continuité s'étendent naturellement également aux

fonctions & valeurs complexes.

Propriété 22

Si f:1—C avec Iintervalle de R, ac R élément ou borne de I, ¢ = ¢, +il; € C.

Q%ef(x) — 51
fx) — 01 +il) B=0
ra Jm f(x) P /)

f est confinue en a (respectivement sur I) si et seulement si Re f et Jm f le sonf.
Démonstration

Immédiat en passant par les suites ou avec

|f0) — €7 = (Re f(x) - 01)% + (Tm f(x) - £2)°.
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Remarque 13
Ainsi, Re(lim) = lim(PRe) et Jm(lim) = lim(Jm) lorsque cela a un sens.
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