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Limites et continuité des fonctions

numériques

I Limite d’une fonction en un
point

Les fonctions sont à valeurs dans R, et I désigne
un intervalle deR non vide et non réduit à un point,
I son adhérence (bornes finies incluses, sauf pour
R=R∪ {±∞}),

◦
I son intérieur (bornes exclues).

1 Voisinage

Définition 1 : Voisinage d’un point

Si a ∈R.
• Si a ∈ R, on appelle voisinage de a toute
partie V de R telle qu’on ait ε > 0 pour le-
quel

c’est-à-dire tel que

• Si a =+∞, on appelle voisinage de a toute
partie V de R telle qu’on ait A ∈R pour le-
quel

c’est-à-dire tel que

• Si a =−∞, on appelle voisinage de a toute
partie V deR telle que −V est un voisinage
de +∞, c’est-à-dire telle qu’on ait B ∈ R

pour lequel

c’est-à-dire tel que

On note V (a) l’ensemble des voisinages de A.

On dit qu’une fonction f définie sur I vérifie
une propriété au voisinage de a lorsqu’il existe
V ∈ V (a) tel que cette propriété est vraie sur I ∩V .

Remarques 1

R 1 – Intuitivement, on a un voisinage V de a lorsque
l’on peut approcher a en restant dans V .

R 2 – L’intersection de deux voisinages de a est en-
core un voisinage de a (V (a) est stable par ∩).

R 3 – Dans la pratique, on utilisera plutôt des in-
égalités larges (mais c’est équivalent quitte à
prendre ε plus petit).

R 4 – Par exemple, un → ℓ se traduit par

∀ϵ> 0, ∃N ∈N, ∀n ⩾ N , |un −ℓ|⩽ ε,

soit encore pour tout voisinage V de ℓ, il existe
un rang à partir duquel un ∈V :

∀V ∈ V (ℓ), ∃N ∈N, ∀n ⩾ N , un ∈V.

Et cela fonctionne encore si la limite est infinie.

2 Limite

Définition 2 : Limite

Soit f : I → R, a ∈ R élément ou borne de I ,
ℓ ∈R.

On dit que f tend vers ℓ lorsque x tend vers
a, et on note f (x) −−−→

x→a
ℓ si et seulement si pour

tout voisinage de ℓ, il existe un voisinage de a
sur lequel f (x) reste dans le voisinage de ℓ. Au-
trement dit,

∀V ∈ V (ℓ), ∃W ∈ V (a), f (I ∩W ) ⊂V.
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Figure 1 – Limite finie en un point fini

Définition 3 : Traduction pour a ∈R
Si a ∈R,

• si ℓ ∈R :

• si ℓ=+∞ :

• si ℓ=−∞ : f (x) −−−→
x→a

+∞ ssi − f (x) −−−→
x→a

−∞, ie

Définition 4 : Traduction pour a infini

• si a =+∞ et ℓ ∈R :

• si a = ℓ=+∞ :

• si a = +∞ et ℓ = −∞ : f (x) −−−−−→
x→+∞ +∞ ssi

− f (x) −−−−−→
x→+∞ −∞, ie

• si a = −∞ et ℓ ∈ R : f (x) −−−−−→
x→−∞ ℓ ssi

f (−x) −−−−−→
x→+∞ ℓ, ie

• si a = −∞ et ℓ = +∞ : f (x) −−−−−→
x→−∞ +∞ ssi

f (−x) −−−−−→
x→+∞ +∞, ie

• si a = ℓ = −∞ : f (x) −−−−−→
x→−∞ −∞ ssi

− f (−x) −−−−−→
x→+∞ +∞, , ie

Remarque 1
Même si f est définie en a, on n’a pas nécessai-

rement f (x) −−−−→
x→a

f (a) (ce qui traduit en fait f conti-
nue en a) : considérer f : x 7→ δx,1 nulle partout sauf
en 1 où elle vaut 1.

1
+

+

x

y

1 + +

Figure 2 – La fonction δ·,1

Propriété 1

Si f (x) −−−→
x→a

ℓ et si f est définie en a, alors
ℓ= f (a).

Propriété 2 : Unicité de la limite

Lorsque la limite existe, elle est unique et est
alors noté lim

x→a
f (x).

Propriété 3

Si ℓ ∈R,

f (x) −−−→
x→a

ℓ⇐⇒ f (x)−ℓ−−−→
x→a

0

⇐⇒ ∣∣ f (x)−ℓ
∣∣−−−→

x→a
0.

Propriété 4

Si f admet en a une limite finie, alors f est
bornée au voisinage de a (on dit que f est lo-
calement bornée).

Propriété 5

Si ℓ ∈ R, g (x) −−−→
x→a

0 et au voisinage de a,∣∣ f (x)−ℓ
∣∣⩽ g (x), alors f (x) −−−→

x→a
ℓ.
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3 Caractérisation séquentielle

Propriété 6

Soit f : I → R, a ∈ R élément ou borne de I ,
ℓ ∈R.

f (x) −−−→
x→a

ℓ⇐⇒∀ (an)n ∈ IN | an → a, f (an) → ℓ.

Remarques 2

R 1 – Pratique pour démontrer qu’on n’a pas de li-
mite, ou qu’on ne tend pas vers une certaine
limite.

R 2 – Version plus forte :

f (x) −−−−→
x→a

ℓ⇐⇒∀ (an )n ∈ IN | an → a,
(

f (an )
)
converge.

Exemple 1

f : x 7→ sin 1
x n’a pas de limite en 0.

4 Limites et ordre

a Comparaison de la limite

Propriété 7

Si f : I → R, a ∈ R élément ou borne de I ,
ℓ,c,d ∈R.

• Si ℓ> c, au voisinage de a, f (x) > c.
• Si ℓ> d , au voisinage de a, f (x) > d .
• Si c < ℓ< d , au voisinage de a, c < f (x) < d .

Remarque 2
On retrouve un résultat déjà vu, sous forme de :

Corollaire 1

Si f a une limite finie en a, f est bornée au
voisinage de a.

b Passage des inégalités à la limite

Propriété 8

Si f , g : I → R, a ∈ R élément ou borne de I ,
ℓ,ℓ′ ∈R tels que

H1 f (x) −−−→
x→a

ℓ et g (x) −−−→
x→a

ℓ′

H2 Au voisinage de a, f (x) ⩽ g (x) (respec-
tivement f (x) < g (x))

Alors ℓ⩽ ℓ′.

c Théorème de le limite d’un encadre-
ment

Théorème 1 : limite par encadrement/compa-
raison

Si f , g ,h : I →R, a ∈R élément ou borne de I ,
ℓ ∈R tels que

H1 f (x) −−−→
x→a

ℓ et h(x) −−−→
x→a

ℓ

H2 Au voisinage de a, f (x)⩽ g (x)⩽ h(x)

Alors g (x) −−−→
x→a

ℓ.

De plus, si ℓ = +∞ (respectivement ℓ = −∞),
on obtient lamêmeconclusion avec seulement
g (x)⩽ h(x) (respectivement f (x)⩽ g (x)).

Cela permet de retrouver le

Corollaire 2
Si ℓ ∈ R, g (x) −−−→

x→a
0 et au voisinage de a,∣∣ f (x)−ℓ

∣∣⩽ g (x), alors f (x) −−−→
x→a

ℓ.

5 Opérations sur les limites

Propriété 9 : Composée de limites

Si I , J intervalles de R, f : I → R telle que
f (I ) ⊂ J , g : J →R, a ∈R élément ou borne de I ,
ℓ ∈R.

Si f (x) −−−→
x→a

b élément ou borne de J et si
g (y) −−−→

y→b
ℓ, alors g ◦ f (x) −−−→

x→a
ℓ.
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Propriété 10 : Somme, produit, quotient de li-
mites

Si f , g : I → R, a ∈ R élément ou borne de I ,
f (x) −−−→

x→a
ℓ ∈R, g (x) −−−→

x→a
ℓ′ ∈R, λ ∈R

(i) f (x)+ g (x) −−−→
x→a

ℓ+ℓ′ lorsque cela a un sens,

(ii) λ f (x) −−−→
x→a

λℓ lorsque cela a un sens,

(iii) f (x)g (x) −−−→
x→a

ℓℓ′ lorsque cela a un sens,

(iv) • Si ℓ 6= 0, au voisinage de a, f (x) 6= 0 et
1

f (x)
−−−→
x→a

1

ℓ
(avec 1

±∞ = 0).

• Si au voisinage de a, f (x) > 0 et
f (x) −−−→

x→a
0, alors 1

f (x)
−−−→
x→a

+∞.

• Si au voisinage de a, f (x) < 0 et
f (x) −−−→

x→a
0, alors 1

f (x)
−−−→
x→a

−∞.

Propriété 11

Si f , g : I →R, a ∈R élément ou borne de I et
si f (x) −−−→

x→a
0 et g est bornée au voisinage de a,

alors f (x)g (x) −−−→
x→a

0.

6 Limites à gauche et à droite

Définition 5 : Limite à gauche, à droite

Soit f : I → R, ℓ ∈ R, a ∈ R élément ou borne
de I .

On dit que f admet ℓ comme limite à
gauche (respectivement à droite), ou par va-
leurs inférieures (respectivement par valeurs su-
périeures), et on note

f (x) −−−−→
x→a− ℓ

ou
f (x) −→

x→a
x<a

ℓ

(respectivement f (x) −−−−→
x→a+ ℓ ou f (x) −→

x→a
x>a

ℓ)

lorsque
f |]−∞,a[∩I −−−→

x→a
ℓ

(respectivement f |]a,+∞[∩I −−−→
x→a

ℓ).

Remarque 3

" Borne ouverte en a !

Définition 6 : Limite lorsque a ∈ ◦
I

Lorsque a ∈ ◦
I et f est définie sur I \ {a}, on dit

que f admet une limite en a lorsque
(i) f admet une limite ℓ− à gauche de a,
(ii) f admet une limite ℓ+ à droite de a,
(iii) ℓ+ = ℓ−.

On note alors f (x) −−−→
x→a

ℓ(= ℓ− = ℓ+).

Remarque 4
Cela équivaut à dire que f (x) −−−−→

x→a
ℓ si et seule-

ment si pour tout voisinage V de ℓ, il existe η > 0 tel
que pour tout x ∈ I \ {a}, |x −a|⩽ η=⇒ f (x) ∈ V : on re-
trouve la définition habituelle.

Exemples 1
E 1 – x 7→ δx,1 en 1

E 2 – b·c en tout élément de k ∈Z .

Propriété 12

Si f : I →R et si a ∈ ◦
I , alors f admet une limite

en a si et seulement si
H1 f admet une limite ℓ− à gauche de a,
H2 f admet une limite ℓ+ à droite de a,
H3 ℓ+ = ℓ− = f (a).

7 de la limite monotone

Théorème 2

Soient a,b ∈R tels que a < b, f :]a,b[→R crois-
sante (respectivement décroissante).
(i) Si f est majorée sur ]a,b[, f admet une

limite finie en b− (respectivement a+) et
lim
b− f = sup

]a,b[
f (respectivement lim

a+ f = sup
]a,b[

f ).

Sinon, f (x) −−−−→
x→b− +∞ (respectivement

f (x) −−−−→
x→a+ +∞).

(ii) Si f est minorée sur ]a,b[, f admet une
limite finie en a+ (respectivement b−) et
lim
a+ f = inf

]a,b[
f (respectivement lim

b− f = inf
]a,b[

f ).

Sinon, f (x) −−−−→
x→a+ −∞ (respectivement

f (x) −−−−→
x→b− −∞).
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Corollaire 3

Soient a,b ∈R tels que a < b, f : ]a,b[→R crois-
sante (respectivement décroissante), f admet
en tout point x0 de ]a,b[ une limite à gauche et
une limite à droite finies qui valent

f
(
x−

0

)= sup
]a,x0[

f

et
f
(
x+

0

)= inf
]x0,b[

f

et on a
f
(
x−

0

)
⩽ f (x0)⩽ f

(
x+

0

)
(respectivement f

(
x−

0

) = inf
]a,x0[

f , f
(
x+

0

) = sup
]x0,b[

f et

f
(
x−

0

)
⩾ f (x0)⩾ f

(
x+

0

)
).

Remarque 5
Une fonction telle qu’en tout point elle admette

une limite à gauche et à droite est dite réglée.

II Comparaison asympto-
tique

1 Définition

Définition 7
Si f , g : I →K, a élément ou borne de I , et si

au voisinage de a, g (x) 6= 0, on dit que

• f est dominée par g au voisinage de a et
on note f =O

a

(
g
)
ou f (x) = O

x→a

(
g (x)

)
lorsque

f

g
est bornée au voisinage de a.

• f est négligeable devant g au voisinage
de a et on note f = o

a

(
g
)
ou f ¿

a
g ou

f (x) = o
x→a

(
g (x)

)
ou f (x) ¿

x→a
g (x) lorsque

f (x)

g (x)
−→
x→a

0.

• f est équivalente à g au voisinage de a
et on note f ∼

a
g ou f (x) ∼

x→a
g (x) lorsque

f (x)

g (x)
−→
x→a

1, c’est-à-dire f = g +o
a

(
g
)
.

Remarques 3

R 1 – La définition s’étend aux cas où les fonctions
sont définies sur des réunions d’intervalles, a
étant élément ou borne d’un des intervalles.

R 2 – Les remarques faites et les propriétés données
pour les suites sont encore valables : on rem-
place « à partir d’un certain rang » par « au voi-
sinage de a ».

R 3 – En particulier, les définitions se généralise au
cas où g s’annule trop souvent près de a par
l’existence d’une fonction h bornée (respecti-
vement convergeant vers 0 ou 1 lorsque x → a)
tel que au voisinage de a, f (x) = g (x)h(x).

R 4 – En particulier, f (x) = O
x→a

(
g (x)

)
signifie qu’il

existe K ∈ R et un voisinage V de a tel que si
x ∈ I ∩V ,

∣∣ f (x)
∣∣⩽K

∣∣g (x)
∣∣.

f (x) = o
x→a

(
g (x)

)
signifie que pour tout ε > 0, il

existe un voisinage V de a tel que si x ∈ I ∩V ,∣∣ f (x)
∣∣⩽ ε

∣∣g (x)
∣∣.

R 5 – De nouveau, cela renseigne seulement sur le
comportement local d’une fonction : au voisi-
nage de a, mais pas sur le comportement glo-
bal des fonctions.

2 Propriétés
Toutes les propriétés vues sur les suites restent va-

lable.

Propriété 13 : Changement de variable

Si f : J →K, g : J →K, a élément ou borne de I ,
b élément oubornede J ,φ : J →R tel queφ(J ) ⊂ I
et φ(t ) −−−→

t→b
a, alors

• Si f (x) = o
x→a

(
g (x)

)
, alors f (φ(t )) = o

t→b

(
g (φ(t ))

)
.

• Si f (x) = O
x→a

(
g (x)

)
, alors f (φ(t )) = O

t→b

(
g (φ(t ))

)
.

• Si f (x) ∼
x→a

g (x), alors f (φ(t )) ∼
x→a

g (φ(t )).

Les pièges sont les mêmes que pour les suites :
pas de somme ou de différence d’équivalents,
pas « f −g → 0 », pas d’équivalent à 0, pas de com-
position par des fonctions à gauche.

• e f (x) ∼ eg (x) ⇐⇒ f (x)− g (x) → 0
• Si f (x) ∼ g (x) avec pour tout x, f (x) > 0
et g (x) > 0, au voisinage de a, g (x) 6= 1 et
si g (x) → ℓ ∈ R+ ∪ {+∞} avec

�� ��ℓ 6= 1 , alors
ln

(
f (x)

)∼ ln
(
g (x)

)
.

En effet,

• e f (x)

eg (x)
= e f (x)−g (x)
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• ln f (x)

ln g (x)
= 1+

ln

(
1+ f (x)

g (x)

)
ln g (x)

→ 1 car ln

(
1+ f (x)

g (x)

)
→ 0

et ln g (x) → lnℓ 6= 0 ou ±∞.

Propriété 14 : Croissances comparées

Si α,β,γ> 0,

lnγ(x) ¿
x→+∞ xα ¿

x→+∞ eβx

Remarque 6

On a facilement que si α<β, alors xα = o
x→+∞

(
xβ

)
et xβ = o

x→0

(
xα

)
.

a Équivalents usuels

Propriété 15

Si f : I →K est dérivable en a ∈ I et si f ′(a) 6= 0,
alors

f (x)− f (a) ∼
x→a

f ′(a)(x −a).

Propriété 16 : Équivalents usuels en 0

Soit α ∈R∗ fixé.

• sin x ∼
x→0

x

• tan x ∼
x→0

x

• cos x −1 ∼
x→0

−x2

2

• ln(1+x) ∼
x→0

x

• ex −1 ∼
x→0

x

• (1+x)α−1 ∼
x→0

αx

• Arctan x ∼
x→0

x

• Arcsin x ∼
x→0

x

• sh x ∼
x→0

x

• th x ∼
x→0

x

Si f (x) = ap xp +ap+1xp+1 +·· ·+an xn avec p ⩽ n,
ap 6= 0 et an 6= 0, alors

f (x) ∼
x→0

ap xp et f (x) ∼
x→±∞ an xn .

Remarque 7
Lorsque l’on est au voisinage de a, on se ramène

en général au voisinage de 0 en posant x = a+h si a
est fini et x = 1

h si a est infini.

Exemples 2

E 1 – Limite en +∞ de f (x) = x

((
1− sin

1

x2

)x
−1

)
.

E 2 – Limite en +∞ de f (x) =
(
(x +1)1/x −x1/x

)
(x ln x)2

x
(
x1/x

)
−x

.

III Continuité

1 Continuité en un point

Définition 8 : Continuité en un point

Soit f : I →R, a ∈ I .
f est dite continue en a si et seulement si

f (x) −−−→
x→a

f (a), si et seulement si

Remarques 4

R 1 – Ainsi, f n’est pas continue en a si et seulement
si

R 2 – f est continue en a si et seulement si f est défi-
nie en a et a une limite finie en a.

Les propriétés suivantes sont de simples consé-
quences des propriétés sur les limites

Propriété 17

Soient f , g : I →R, a ∈ I , λ ∈R.
(i) Caractérisation séquentielle : f est conti-

nue en a si et seulement si

∀(an) ∈ IN
∣∣an → a, f (an) → f (a).

(ii) Si f et g continues en a, f + g , f × g , λ f le
sont aussi. Si, de plus, g ne s’annule pas au
voisinage de a, f

g
l’est aussi.

(iii) Si h : J →R et f (I ) ⊂ J , et si f continue en a et
h continue en f (a), alors h ◦ f en continue
en a.

Remarque 8
f n’est pas continue en a si et seulement si on

peut trouver (an ) telle que an → a mais f (an ) 6→ f (a).
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Rappel :

Définition 9 : Prolongement par continuité

Si f : I \{a} →R et ℓ ∈R tel que f (x) −−−→
x→a

ℓ, alors
on appelle prolongement par continuitéde f en
a l’application g : I → R telle que g (x) = f (x) si
x 6= a et g (a) = ℓ.

Remarque 9
Il est continu en a !

2 Continuité à gauche, à droite

Définition 10 : Continuité à gauche et à droite

Soit f : I →R, a ∈ I .
• f est continue à droite de a si et seulement
si I∩]a,+∞[ 6=∅ et f |I∩[a,+∞[ est continue en
a si et seulement si f (x) −−−−→

x→a+ f (a).
• f est continue à gauche de a si et seule-
ment si I∩]−∞, a[ 6= ∅ et f |I∩]−∞,a] est conti-
nue en a si et seulement si f (x) −−−−→

x→a− f (a).

Propriété 18

Soit f : I →R, a ∈ ◦
I .

f est continue en a

⇐⇒
 f est continue à gauche de a

f est continue à droite de a

Exemple 2
b·c est continue en tout point de R \Z, continue

à droite mais pas à gauche de tout k ∈Z.

x

y

Figure 3 – La fonction b·c

3 Continuité sur un intervalle

Définition 11 : Continuité sur un intervalle
Soit f : I →R. f est dite continue sur I lorsque

f est continue en tout point de I .
On note C (I ,R) ou C (I ) ou C 0(I ,R) ou C 0(I )

l’ensemble de telles fonctions.

Propriété 19

Soient f , g ∈C (I ), λ ∈R.
(i) f + g , f × g , λ f ∈C (I ).
(ii) (C (I ),+,×) est un sous-anneau

(
RI ,+,×)

.
(iii) Si h ∈C (J ) tel que f (I ) ⊂ J , h ◦ f ∈C (I ).

(iv) Si g ne s’annule pas sur I , f

g
∈C (I ).

(v)
∣∣ f

∣∣, inf( f , g ), sup( f , g ) ∈C (I ).
(vi) Si J intervalle non vide tel que J ⊂ I ,

f |J ∈C (J ).

4 Théorème des valeurs inter-
médiaires et image continue
d’un intervalle

Théorème 3 : des valeurs intermédiaires
Soit f : I →R continue. Si a,b ∈ I tels que a < b

et m ∈ [
f (a)↔, f (b)

]
, alors il existe c ∈ [a,b] tel que

m = f (c).

Autrement dit,
[

f (a)↔, f (b)
]⊂ f ([a,b]).

Remarque 10[
f (a)↔, f (b)

]
signifie

[
f (a), f (b)

]
ou

[
f (b), f (a)

]
selon

la position relative de f (a) et f (b).

f (a)

m

f (b)

a c b
x

y

Figure 4 – Le théorème des valeurs intermédiaires
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Remarques 5

R 1 – Souvent utile pour montrer l’annulation d’une
fonction : il suffit qu’elle soit continue et que
f (a) et f (b) soient de signes contraires.

R 2 – Application à une recherche de point fixe :

f (x) = x ⇐⇒ g (x) = f (x)−x = 0.

R 3 – La réciproque est fausse : on peut vérifier la
propriété des valeurs intermédiaires sans être
continu.
C’est le cas par exemple de la fonction

f :

R −→ R

x 7−→ f (x) =
{

cos 1
x si x 6= 0

1 si x = 0

discontinue

en 0.
R 4 – On étend le théorème en remplaçant les va-

leurs atteintes aux bornes par des limites.

Corollaire 4 : Extension du théorème des va-
leurs intermédiaires

Si a,b ∈ R tels que a < b, f : ]a,b[→ R conti-
nue sur ]a,b[ et admet des limites lim

a+ f à droite
de a et lim

b− f à gauche de b, alors pour tout

m ∈
]

lim
a+ f ↔, lim

b− f

[
, on a c ∈]a,b[ tel que f (c) = m.

Autrement dit,
]

lim
a+ f ↔, lim

b− f

[
⊂ f (]a,b[).

Exemple 3
Un polynôme de degré impair a toujours au

moins une racine réelle.

Corollaire 5 : Image continue d’un intervalle

L’image d’un intervalle par une fonction
continue est un intervalle.

Autrement dit, si f est continue sur un inter-
valle I , alors f (I ) est un intervalle.

Remarques 6

R 1 – " En général f ([a,b]) 6= [
f (a), f (b)

]
et

f (]a,b[) 6=
]

lim
a+ f , lim

b− f

[
.

R 2 – Le type de l’intervalle n’est pas conservé en
général (sauf pour les segments comme on le
verra dans le paragraphe suivant).

Exemples 3
E 1 – th(R) =
E 2 – sin

(
]0,3π[

)=
E 3 – Avec f (x) = (1−x)sin 1

x , f
(
]0,1]

)=
E 4 – tan

(]
−π

2
,
π

2

[)
=

5 Continuité sur un segment

Théorème 4 : des bornes atteintes
Une fonction continue sur un segment est

bornée et atteint ses bornes.
Ainsi, si a,b ∈R tels que a < b et si f est conti-

nue sur le segment [a,b], alors on a c,d ∈ [a,b] tels
que f (c) = min

[a,b]
f et f (d) = max

[a,b]
f .

Corollaire 6 : Image continue d’un segment

L’image d’un segment par une fonction
continue est un segment.

Avec les notations précédentes, f étant
continue sur [a,b],

f
(

[a,b]
)= [

min
[a,b]

f ,max
[a,b]

f

]
= [

f (c), f (d)
]

6 Continuité et injectivité

Propriété 20

Si f est continue et injective sur un intervalle
I , f est strictement monotone sur I .

Remarque 11
f peut être injective sans être strictement mono-

tone (et donc sans être continue). Par contre, une
bijection continue est nécessairement strictement
monotone.

Propriété 21

Si f est continue et strictementmonotone sur
I ,alors f (I ) est donné par

I [a, b] [a, b[

f ↗ [
f (a), f (b)

] [
f (a), lim

b− f
[

f ↘ [
f (b), f (a)

] ]
lim
b− f , f (a)

]
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I ]a, b] ]a, b[

f ↗
]

lim
a+ f , f (b)

] ]
lim
a+ f , lim

b− f
[

f ↘
[

f (b), lim
a+ f

[ ]
lim
b− f , lim

a+ f
[

(les limites existant bien).

Lemme 1
Si f est monotone sur un intervalle I et f (I )

est un intervalle, alors f est continue sur I .

Théorème 5 : de la bijection

Soit f une fonction, I un intervalle tels que
H1 f est continue sur I ;
H2 f est strictement monotone sur I .

Alors
C1 f induit une bijection f̃ de I sur

J = f (I ) ;
C2 f̃ −1 est strictement monotone de

même monotonie que f ;
C3 f̃ −1 est continue sur J .

Remarques 7

R 1 – Si I , J sont des intervalles réels, une fonction
f : I → J telle que
• f est continue sur I et injective est stricte-
ment monotone,

• f est monotone sur I et surjective est conti-
nue.

Par contre, on peut trouver des bijections de I
sur J qui ne sont ni continue, ni monotone.

R 2 – Si on ne se place pas sur un intervalle, la ré-
ciproque n’est pas nécessairement continue.
Par exemple, la réciproque de la bijection de
f : [0,1[∪[2,3] → [0,2[ telle que f (x) = x si x < 1, x−1
sinon n’est pas continue en 1.

Définition 12 : Homéomorphisme (HP)

f : I → J est appelé homéomorphisme
lorsque f est bijective et bicontinue, c’est-à-dire
f continue sur I et f −1 est continue sur J .

Le « théorème de la bijection » se reformule alors en

Théorème 6 : de l’homéomorphisme

Toute fonction continue strictement mono-
tone induit de I sur J = f (I ) un homéomor-
phisme.

IV Brève extension aux
fonctions à valeurs com-
plexes

La notion de limite s’étend, commepour les suites, aux
fonctions à valeurs complexes. Pas de limite infinie pos-
sible, et une limite finie ℓ ∈C en a ∈R élément ou borne
de I pour f : I →C s’écrit

∀ε> 0, ∃V ∈ V (a), ∀x ∈ I , x ∈V =⇒ ∣∣ f (x)−ℓ
∣∣⩽ ε

où V est à adapter selon que a est fini (η > 0...), +∞
(A ∈R...) ou −∞ (B ∈R...)

Les propriétés ne faisant pas intervenir l’ordre sont tou-
jours valables, en particulier la caractérisation séquen-
tielle.

Les comparaisons asymptotiques et la continuité
s’étendent naturellement également aux fonctions à va-
leurs complexes.

Propriété 22

Si f : I → C avec I intervalle de R, a ∈R élé-
ment ou borne de I , ℓ= ℓ1 + iℓ2 ∈C.

f (x) −−−→
x→a

ℓ1 + iℓ2 ⇐⇒


Re f (x) −−−→

x→a
ℓ1

Im f (x) −−−→
x→a

ℓ2

f est continue en a (respectivement sur I ) si
et seulement si Re f et Im f le sont.

Remarque 12
Ainsi,Re(lim) = lim(Re) et Im(lim) = lim(Im) lorsque

cela à un sens.
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