Limites et continuité des fonctions numériques

n Limite d’'une fonction en un point

Les fonctions sont & valeurs dans R, et I désigne

un intervalle de R non vide et non réduit a un point,

1 son adhérence (bornes finies incluses, sauf pour

R =RuU{+o0}), T son intérieur (bornes exclues).

n Voisinage

Définition 1 : Voisinage d’un point
SiaceR.
e Siae R, on appelle voisinage de a toute partie
V de R telle qu'on ait £ >0 pour lequel
la—¢,a+¢e[lcV
c'est-a-dire tel que

|[x—al<e=x€eV.

« Sia=+oo, on appelle voisinage de a toute partie
V de R telle qu'on ait A€ R pour lequel

[A,+o0[c V
c'est-a-dire tel que
x>A=xeV.

e Si a=-o00, on appelle voisinage de a toute par-
fie V de R telle que -V est un voisinage de +oo,
c'est-a-dire telle qu'on ait Be R pour lequel

]—00,B]cV
c'est-a-dire tel que
xX<B=xeV.

On note 7 (a) I'ensemble des voisinages de A.

On dit gqu’une fonction f définie sur I vérifie une
propriété au voisinage de a lorsqu'il existe V e 7 (a) tel
que cette propriété est vraie sur InVv.

E Limite

Définition 2 : Limite

Soit f:I—R, acR élément ou borne de I, /€ R.
Ondit que f tend vers ¢ lorsque x tend vers a, et on
note f(x) — ¢ si et seulement si pour tout voisinage

de ¢, il existe un voisinage de a sur lequel f(x) reste
dans le voisinage de ¢. Autrement dit,

YVev(®), IWeV(a), fUNW)cV.

Définition 3 : Traduction pour ac R

SiaeR,

e SifeR:

Ye>0, An>0, Vxel, [x—al<n=|f(x)-¢|<e.
e Sif=+0c0:

VAeR, d3n>0, Vxel, |[x—al<n= f(x) > A.

—00, i€

e Sif=-0c0: f(x)

+00 $Si — f(x)
X—a X—a

VBeR, d3n>0, Vxel, |x—al<n= f(x) <B.

Définition 4 : Traduction pour « infini

e Sia=+ocoetleR:
Ve>0, JA€R, Vxel, x> A= |f(x)-¢|<e.

e Sia=¢=+00:
VAeR, 3A€R, Vxel, x> A = f(x) > A
eSi a =400 ef £ = -0 : f(x) +00  SSi
-fx)
VBeR, JAeR, Vxel, x>A= f(x)<B.
esia=-ccetleR: f(x) 2ssi f(—x)

X——00 X—+00
e

X—+00

—00, i€
x—+00

Z,

Ve>0, 3BeR, Vxel, x<B=|f(x)-¢|<e.

eSi a =-0c0 et £ = +00 : f(x) +00 SSi
. X——00
f(=x) —— +00, 1€
VAeR, 3BeR, Vxel, x<B= f(x) > A.
e Sia={¢=-00: f(x) T oSS! —f(=x) o too

,ie
VBeR, 3B'eR, Vxel, x<B' = f(x) <B.
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Propriété 1

Si f(x) e ¢ etsi f est définie en a, alors ¢ = f(a).

Propriété 2 : Unicité de la limite

Lorsque la limite existe, elle est unique et est alors
noté lim £ ().

Propriété 3
SiZeR,
f(x);?u'[@f(x)—[ﬁ()

<:>|f(x)—€|m0.

Propriété 4 : convergente = localement bornée

Si f admet en a une limite finie, alors f est bornée
au voisinage de a (on dit que f est localement bor-
née).

Propriété 5
Si ¢ eR g — 0 et au voisinage de a,
|f(x0)—¢] < g, alors f(x) — Y.

H Caractérisation séquentielle

Propriété 6 : Caractérisation séquentielle de la limite

Soit f:I— R, acR élément ou borne de I, ¢€R.

=Y (@apeIN | an—a, flan) — 2.

fx)

Xx—a

n Limites et ordre

n Comparaison de la limite

Propriété 7

Sif:I—-R, acR élément ou borne de I, £,c,deR.
e Si¢>c, au voisinage de a, f(x)>c.

e Si ¢>d, au voisinage de a, f(x)>d.

e Sic<t<d, au voisinage de a, c< f(x)<d.

Corollaire 1: convergente = localement bornée

Si f a une limite finie en a, f est bornée au voisi-
nage de a.
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n Passage des inégalités a la limite

Propriété 8 :Passage des inégalités a la limite

Sif,g:I—R, acR élémentoubornede I, ¢,¢' € R
fels que

H1 f(x) -

H2 Au voisinage de a, f(x) < g(x) (respective-
ment f(x) < g(x))

/
[efg(x);:—;i

Alors ¢ < 0.

n Théoréme de le limite d’'un encadrement

Théoréme 1 : limite finie par encadrement, +co par

minoration, —co par majoration

Sif,g,h:I—R, acR élément ou bornede I, € R
fels que

H1 f(x) ? ef h(x) ¢
X—a X—a
H2 Au voisinage de a, f(x) < g(x) < h(x)
Alors g(x) — l.

De plus, si ¢ = +oo (respectivement ¢ = —oo), on ob-
fient la méme conclusion avec seulement g(x) < h(x)
(respectivement f(x) < g(x)).

Cela permet de retrouver le

Corollaire 2

Si ¢ e R, g — 0 et au voisinage de a,

|f(0) - ¢ < g, alors f(x) =0

H Opérations sur les limites

Propriété 9 : Composée de limites

Si I,J intervalles de R, f:I— TR felle que f(I) < J,
g:J— R, acR élémentou borne de I, /€ R.
Si f(x) — b élément ou borne de J et si

gy ;—7 ¢, alors go f(x) —a /.

Propriété 10 : Somme, produit, quotient de limites

Si f,§: 1 — R, aeR élément ou borne de I,
fx) leR, gx) l'eR, LeR

X—a X—da
(i) fx)+gx) ¢+ 0" lorsque cela a un sens,

(i) Af(x) —

(i) fx)gx)

(iv] o Si ¢ # 0, au voisinage de a, f(x) # 0 et
1 1

Fx) x—a ¢

X—a
A¢ lorsque cela a un sens,

— 20" lorsque cela a un sens,

1
(avec — =0).
+o0o
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« Si qu voisinage de a, f(x) >0 et f(x) 0,

X—a

1
alors — —— +oo
f(x) x—a

« Si au voisinage de a, f(x) <0 et f(x)

0,

X—a

1
alors m —a ®

Propriété 11 : Produit d’une suite localement bornée

et d’une suite tendant vers 0

Si f,g:1— R, ac R élément ou borne de I et si
f(x) P 0 et g est bornée au voisinage de a, alors

fx)gx) 0.

xX—a

n Limites a gauche et a droite

Définition 5 : Limite a gauche, a droite

Soit f:I—-R, €, ac R élément ou borne de I.

Ondit que f admet ¢ comme limite a gauche (res-
pectivement a droite), ou par valeurs inférieures (res-
pectivement par valeurs supérieures), et on note

f(X) x—a- [
ou
f(x) )g;l l
(respectivement f(x) ¢ ou f(x) — ¢) lorsque
x—at x—a

xX>a
— —
fl] oo,alnl )

(respectivement fl14 +oolnI — 0).

Définition 6 : Limite lorsque ael

Lorsque a e Tet f est définie sur I'\{a}, on dit que f
admet une limite en a lorsque

(i) f admet une limite /- & gauche de a,
(i) f admet une limite ¢, & droite de a,
(i) o4 =0_.

On note alors f(x) — l(=0_=1,).

m Comparaison asymptotique

n Définition
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Définition 7

Si f,g: I — R, a élément ou borne de I, et si au
voisinage de a, g(x) #0, on dit que

 festdominée par g au voisinage de a et on note

- _ f :
f=0(g)oufx = 0 (g)lorsque < est bornée

au voisinage de a.

- f est négligeable devant g au voisinage de a et
on note f= 2(g) ou ];<; g ou f(x) :xga(g(x)] ou
(x)

fx) < glx)lorsque =

 f est équivalente d g au voisinage de a et on
fx)
note f ~ g ou fx) T g(x) lorsque % i 1,

c'est-a-dire f = g+2(g).

E Propriétés

Toutes les propriétés vues sur les suites restent valable.

Propriété 12 : Changement de variable

Sif:7]—-R, g:J— 1R, aélément ou borne de I, b
eélément ou borne de J, ¢: J — R tel que o)) c I et
@(1) — a, alors

—

o Siflx)= xga[g(x))/ alors f(e(®) = tgb(g(tp(t))).
« Sif=_0 (gwx) alors flp) = [Ob(g((p(t))).

* Sif(x) ~ 8o, dlors flp(0) ~ glp@).

Les pieges sont les mémes que pour les suites : pas de
somme ou de différence d'équivalents, pas« f—g —0»,
pas d'équivalent d 0, pas de composition par des fonc-
tions & gauche.

o ef @ e8W — Fx)-gx)—0
e Si f(x) ~ g(x) avec pour tout x, f(x) >0 et gx) >0,
au voisinage de a, gx) #1 et si g(x) — £ e R* U {+o0}

avec , alors In(f(x)) ~In(g(x)).

En effet,
. e/ ) — o8
e8(X)
f(x))
In (1 +—
. M = +—g(x)—»1 corln(1+@)—»0 et
Ing(x) Ing(x) g(x)

Ing(x) = In¢ #0 OU too.
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Propriété 13 : Croissances comparées

Sia,B,y>0,

In"(x) <« x% « eP¥
X—+00 X—+00

Propriété 14
Si f:I1—TRestdérivable en aeletsi f'(a) #0, alors

!
fO-f@ ~ fl@ax-a.

Propriété 15 : Equivalents usuels en 0

Soit a e R* fixé.

e sinx ~ x 1+x0%-1 ~ ax

X— x—0

e tanx ~ X
0

X—

e Arctanx ~ x
X

2

X i ~
o EIEE=1 ~ —-e . Arc51nxx_>0x
x—0 2
e In(l+x) ~ x e shx ~ x
x—0 x—0
e e*-1 ~ x e thx ~ x
x—0 x—0

Si f(x) = apxP + ap+1x’”+1 +--+apx™ avec p < n,
ap #0 et ap #0, alors

p n
X) ~ apx et X ~  apXx .
f( )x—>0 P f( )x—>ioo n

m Continuité

n Continuité en un point

Définition 8 : Continuité en un point

Soit f:I—TR, acl.
f est dite confinue en a si et seulement si
f(x) f(a), si et seulement si

Xx—a

Ve>0, An>0, Vxel, [x—al<n=|f)-f(a)|<e.

Les propriétés suivantes sont de simples conséquences
des propriétés sur les limites

Propriété 16

Soient f,g:I— R, ael, AeR.
(i) Caractérisation séquentielle : f est continue en
a si et seulement si
Vian) e IN|an—a, flan) — f(a.
(i) Si feftgcontinuesena, f+g, fxg Aflesontaussi.
Si, de plus, g ne s'annule pas au voisinage de a,
! I'est aussi.
8
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(i) Sih:J—TR et f(I) <], etsi fcontinue en aet h
continue en f(a), alors ho f en continue en a.

Rappel :

Définition 9 : Prolongement par continuité

Sif:I\{a} - R et £eR tel que f(x) —a ¢, alors on

appelle prolongement par continuité de f en a I'ap-
plication g: I — R telle que g(x) = f(x) six #a et gla) = ¢.

E Continvuité a gauche, a droite

Définition 10 : Continuité a gauche et a droite

Soit f:I—R, ael.

o f est continue a droite de a si et seulement si
In]a, +ool# & €t flin[a+00 €St CONtiNUE en a si et
seulement si f(x) — fla).

X—a

« f est continue & gauche de a si et seulement si
In] —o0,al# @ etflinj—c0,q) €5t CONtinue en a si et
seulement si f(x) fla.

X—a-

Propriété 17

o
Soit f:1—- R, acel
f est confinue en a

{ f est continue a gauche de a
—

f est continue a droite de a

Figure 1 — La fonction |-]

n Continuité sur un intervalle

Définition 11 : Continuité sur un intervalle

Soit f:1—R. f est dite continue sur I lorsque f est
continue en tout point de 1.

On note €I, R) ou €(I) ou €°(I,R) ou €°(I) I'en-
semble de telles fonctions.
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Propriété 18

Soient f,ge € (D, LeR.
(i) f+g fxg Afe€.
(i) (€(D),+, %) est un sous-anneau (R, +, x).
(i) Sihe€() telque f)cJ, hofe€ ().
f

(iv) Si g ne s’annule pas sur I, E €€ ().

(v) |f|. inf(f,8). sup(f, g € €.
(vi) Si Jintervalle non vide tel que Jc 1, flye€U).

n Théoréme des valeurs intermédiaires et
image continue d’un intervalle

Théoréme 2 : des valeurs intermédiaires

Soit f:1— TR continue. Si a,be I tels que a<b et
me [f(@7 fb)], alors il existe ce [a,b) tel que m= f(c).

Autrement dit, [f(@)5 f(b)] < f ([, b)).

Figure 2 — Le théoreme des valeurs infermédiaires

Corollaire 3 : Extension du théoréme des valeurs in-

termédiaires

Si a,beR tels que a<b, f:la,bl— R continue sur
la, bl et admet des limites lim f a droite de a et l})rnf a
u o

gauche de b, alors pour fout m e

limf‘j’lliqu[, on a
a*t -
cela, bl tel que f(c) = m.

Aufrement dit, ]limf‘Tl}Jmf[ c f(a,b).
at -

Corollaire 4 :Image continue d’'un intervalle

L'image d’unintervalle par une fonction confinue
est un intervalle.

Aufrement dit, si f est confinue sur un intervalle 1,
alors f(I) est un intervalle.

Version du 15 décembre 2022

H Continuité sur un segment

Théoréme 3 : des bornes atteintes

Une fonction continue sur un segment est bornée
et atteint ses bornes.

Ainsi, si a,b € R tels que a< b et si f est confinue
sur le segment [a,b], alors on a c¢,d € [a,b] tels que

= i f d)= .
flo fg,ll%fe fd I[I;’abJ](f

Corollaire 5:Image continue d'un segment

L'image d’un segment par une fonction confinue
est un segment.

Avec les notations précédentes, f étant continue
sur [a, bl,

minf,maxf] =[f(o), f(d)]

la,b]” [a,b)

f(labl) =

n Continuité et injectivité

Propriété 19

Si f est continue et injective sur un intervalle 1, f
est strictement monotone sur I.

Propriété 20

Si f est confinue et strictement monotone sur
Ialors f(I) est donné par

I [a, b] [a, b[

f 7 || f@.f®] | [f@limf]
N @) | ims. @]

I ]a,b] ]avb[

£/ || Jimspf@] | tim g tim |

£ | [roms] | Jtimptim |

(les limites existant bien).

Si f est monotone sur un intervalle 1 et f(I) est un
intervalle, alors f est confinue sur 1.
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Théoréme 4 : de la bijection

Soit f une fonction, I un intervalle tels que
H1 f est confinue sur I;
H2 f est strictement monotone sur I.
Alors
C1 finduit une bijection f de Isur J=f();

C2 f~! est strictement monotone de méme
monotonie que f;

C3 f~! est continue sur J.

Définition 12 : Homéomorphisme (HP)

f:I— J est appelé homéomorphisme lorsque f
est bijective et bicontinue, c'est-a-dire f continue sur
I et f~1 est continue sur J.

Le «théoréme de la bijection » se reformule alors en

Théoréme 5 : de 'homéomorphisme

Toute fonction continue strictement monotone in-
duit de 1sur J= f(I) un homéomorphisme.

m Breve extension aux fonctions a va-
leurs complexes

La notion de limite s'étend, comme pour les suites, aux fonc-
tions & valeurs complexes. Pas de limite infinie possible, et une
limite finie £ C en ae R élément ou borne de I pour f: I - C
s'écrit

Ve>0, 3VeV(a), Yxel, xeV=|f(x)-¢|<¢
oU V est & adapter selon que a est fini (n>0...), +co (A€ R....) oU
—oo (BER...)

Les propriétés ne faisant pas intervenir I'ordre sont toujours
valables, en particulier la caractérisation séquentielle.

Les comparaisons asymptotiques et la continuité s'étendent
naturellement également aux fonctions & valeurs complexes.

Propriété 21

Si f:1— C avec I infervalle de R, ae R élément
ou bornede I, ¢ =¢,+il,€C.

Re f(x)
0 +ily) — =

0y
fx)

xX—a

Jm f(x)

12

xX—a

f est continue en a (respectivement sur 1) si et
seulement si Re f et IJm f le sont.
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