
MP2I A rendre mercredi 4 janvier
Devoir Libre no 10

La copie est à rédiger en LATEX.

Me transférer le source en .tex compilant sans erreur (il peut y avoir des warnings, ainsi qu’un pdf.

Utiliser les canaux #Maths et #LaTeX du Mattermost dont je rappelle l’adresse

https://chat.mp2i.synology.me/

pour toute demande d’aide.

On note, pour tout n ∈N, Sn =
n∑

k=0

(−1)k

k !
, un = S2n et vn = S2n+1.

1. Convergence de (Sn )n
1.a) Montrer que les suites (un )n et (vn )n sont adjacentes.

1.b) Montrer que (Sn )n converge vers une limite ℓ ∈
�

1

3
,

1

2

�
.

1.c) Démontrer que ∀n ∈N, |Sn − ℓ|⩽ 1

(n +1)!
.

On pourra séparer les cas pair/impair.
1.d) À partir de quelle valeur de n est-on sûr que Sn est une valeur approchée de ℓ à 10−3 près?

2. Irrationalité de ℓ : on suppose que ℓ=
p

q
avec p , q ∈N∗.

2.a) Si n ⩾ q , montrer que n !Sn −n !ℓ est un entier.
2.b) En déduire, en utilisant la question 1, que pour n ⩾ q , Sn = ℓ et conclure.

3. Calcul de ℓ
3.a) Soit x ⩾ 0. En intégrant l’encadrement 0⩽ e−t ⩽ 1 sur [0, x ], montrer que

1− x ⩽ e−x ⩽ 1.

3.b) On pose, pour N ∈N et x ⩾ 0, fN (x ) =
N∑

k=0

(−x )k

k !
. Vérifier que, pour tout x ⩾ 0,∫ x

0

fN (t )dt = 1− fN+1(x ).

3.c) Montrer par récurrence que pour tout n ∈N et pour tout x ⩾ 0,

f2n−1(x )⩽ e−x ⩽ f2n (x ).

3.d) En déduire la valeur de ℓ.
4. Généralisation

4.a) Montrer que si x ⩾ 0, et n ∈N,
�� fn (x )−e−x
��⩽ x n+1

(n +1)!
.

4.b) En déduire la limite de
n∑

k=0

(−x )k

k !
lorsque n→∞.

4.c) Montrer que pour x ⩾ 0, 0⩽ ex −1⩽ x ex .

4.d) En déduire que pour n ∈N, 0⩽ ex − fn (−x )⩽ ex x n+1

(n +1)!
.

4.e) Que dire alors de la limite de la suite ( fn (−x ))n ?

FIN DE L’ÉNONCÉ
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