MPSIs Lyceée Carnot - Dijon
TP simulation numerique : resolution d’equations

Fractals de Newton'

On peut générer des images en utilisant matplotlib (fonction pit.imshow(A) OU A est le
tableau des pixels) ou en utilisant le module dédié PIL :

from PIL import Image # Traitement d'image

Pour créer une image : img = Image.new('RGB', (largeur,hauteur)) chaque pixel sera re-
présenté par un triplet (R, G, B) d’entiers codés sur un octet (entre 0 et 255). (0,0,0) repré-
sente le nair, (255,255,255) le blanc.

Pour accéder aux pixels : pixel = img.load(). Ensuite, il suffit de demander pixelli, j]
pour lire ou modifier un pixel (qui correspond & un tuple).

On peut ensuite appeler img.show() pour visualiser I'image ou img.save (nomDeFichier)
pour la sauvegarder.

1. Onse propose d’'appliquer la méthode de Newton a la fonction polynomiale défi-
nie par
P(z)—(z—l)(z—a+l)(z+a+l)
B 2 2
avec une variable z complexe et ou a =—0,00508 + 0,331364i.
Ce polynébme admet froisracines complexes : 1, a—3 et —a—3. On donne P’(z) =3z2—a?-3.

-
On peut manipuler des nombres complexes en python :

e le complexe i s'écrivant 1j, donc 1+2is'écrit 1+2j et x +iy devientx + 1j * y. On
peut aussi utiliser complex(x,y)

e Le module s'obtient avec zbs. On dispose aussi des fonctions real et imag.
\\

1. Pour prolonger : http://images.math.cnrs.fr/La-methode-de-Newton-et-son.html
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On cherche & savoir, a partir d'un complexe z, (correspondant a un pixel donné de
I'image), vers quelle racine va tendre la suite de la méthode de Newton.

Pour cela, on va itérer la méthode un certain nombre n fixé de fois, on va vérifier si la
distance du nombre complexe obtenu z, & une des racines a est suffisamment petite :
|z, —a| < & avec ¢ fixé.

On tracera? alors le point d’une couleur différente si on s'approche de I'une des trois
racines, ou bien d'aucune.

On pourra aussi appliquerla fonction par exemple aux polyndmes de la forme P(z) = z"—1.

1.a) Ecrire une fonction type_point(z0, P, dP, racines, n, epsilon) prenant en ar-

gument
e UN complexe zo, e une liste racines, e un flottant epsilon
e des fonctions p et dp, e Un entiern,

ef renvoyant un entier égal

e QU numMéro de la racine « telle que |z, —a| < € ou z, est obtenu par la méthode de
Newton a partir de z0 (et donc n itérations).

e O—15s'iln"y en a pas.
1.b) On va procéder au tracé dans une fonction
trace(P, dP, racines, mini=-1, maxi=1, n=15, epsilon=1e-8, N=200, nom='newton')

selon le principe suivant :
e On peut choisir des couleurs aléatoires pour chacune des racines avec
couleurs = [ (np.random.randint (50, 200, 3)) i ( (racines))]
e On crée une image vierge de type RGB de taille (N, N) (tous les pixels sont noirs par
défaut) dans une variable img.
e Onrécupere le contréle des pixels dans une variable pixel.

e On crée des subdivisions régulieres x et y de N points de [mini, maxi] pour nos abs-
cisses et nos ordonnées avec linspace.

e Pour chaque coordonnées (i, j) de pixel, on cherche le type du point x;+iy; ou x; et
y; sont obtenues a partir des subdivisions : x[i] et y[31.

e On remplace le pixel de coordonnées (i, j) par la couleur correspondant au type
de point sion n'a pas obtenu —1.

On trace/sauvegarde (dans le fichier '{}.png' .format (nom)) I'image.

Déjd fini ?

2. Rependre le fractal de Newton et garder pour chaque point le nombre d'itérations
nécessaires avant d'arriver d une racine 4 & pres.

e Dégrader la couleur du point en fonction de ce nombre.
e Essayer une version monochrome. (Pas besoin de connaitre les racines!)
e Essayer de passer en négatif.

2. On observe alors un lapin de Douady.
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Pour P(z)=(z—1)(z—a+1)(z+a+3). Pour P(z)=2z°—1.

Pour P(z)=z3—1. Pour P(z)=2z%—1.

Pour P(z)=x®+15x*—16 dont les racines
sont £1, i, v2(£1 £1).
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Pour P(z)=(z—1)(z—a+3)(z+a+3).

(Pour ce dernier, a =-—0,005+ 0,33i.)

TP simulation numérique : résolution d’équations - page 4



Pour P(z)=z3—1.
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Pour P(z)=2z>—1.
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Pour P(z)=z%—1.
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Pour P(z)=z"—1.
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Pour P(z)=z%+15z*—16 dont les racines sont £1,4+i, v2(£1 £1i).
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