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II Structure d’'anneavu

BB Définition

Soit A un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur A. On dit que (A, +, x)
est un anneau lorsque
e (A,+) est un groupe abélien. L'élément neutre est noté 0,.
o x est associative et distributive sur +.
o x admet un élément neutre appelé unité de A, noté 14.
Lorsque, de plus, x est commutative, on dit que (A, +, x) est un anneau commutatif.

Propriété 1

(Z,+,%), (Q,+,%), R,+,%), (C,+,x), (RP,+,x), (CP,+,x) (avec D # @) sont des anneaqux
commutatifs.

Démonsiration

De simples vérifiactions. Pour les fonctions, la fonction nulle est la fontion constamment nulle
et la fonction unité est la fonction constamment égale a 1. [
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Remarques 1

R1— En particulier (C%, +,x) et (RN, +, x) ont une structure d’anneau.

R2 — Plus généralement, si (A,+,x) est un anneau, alors avec les lois habituelles, si D # @,
(AP, +, x) est un anneau.

Exercice 1
(PP(E),A,n) est un anneau commutatif.

Flément neutre pour @ : E, élément neutre pour n : E. Les lois sont commutatives et associa-
fives. n est distributive sur A :

AN(BAC)=AnB\CONAN(C\B)=(ANB\ANCIN(ANC)\(ANB)=(ANnB)A(ANC)

E Diviseurs de zéro et intégrité

Définition 2 : Diviseur de zéro

Soit (4, +, x) un anneau. Un élément a e A est appelé diviseur de zéro si
° (/l?fOA.
e On peut trouver be Atelque b#04 et axb=04.

Exercice 2
Quels sont les diviseurs de zéro dans RN 2

Définition 3 : Anneau integre

Un anneau (A4, +, x) est dit integre si
e A est commutatif,
o A#£{04} C'est-O-dire 14 #04,
« An'admet aucun diviseur de zéro, c'est-a-dire

Ya,beA axb=04=—=a=040ub=04.

Exemple 1

R,Z,C,Q sont des anneaux intégres. RN et plus généralement RP avec D contenant au
moins deux éléments ne le sont pas.
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B Regles de calcul dans un anneau

Propriété 2
Soit (A, +, x) un anneau.

(i) 04 est absorbant :
YaceA, aon:OAxa:OA.

(i) Ya,be A, (—a)xb=ax(—b)=-(axb).
(i) Sin,peZ et a,be A,

e n(axb)=naxnb, e n(ab) = (na)b = a(nb),
e n(pa)=(np)b, e na=(nly)a=a(nly).

Remarque 1

Sila=04, alors pourtout xe A, x=xx1,=04 donc A=1{04}. Par confraposée, si A# {04}, alors
14#04.

Démonstration

x étant distributive sur +, ax(04) =ax(044+04) =2(ax04) donc ax04=04. De méme, 04xa=04.
DoncOg=(a-a)xb=axb+(—a)xbd'oU (—a) xb=—(ax b) De méme & droite.

Les autres propriétés se démontre par récurrence. Idée, si n, p > 0 (sinon, il faut adapter...) :
n(a+b)=(a+b)+(a+b)+---+(a+b) = na+nb par associativité et commutativité de +,
n(px)=px+-+px=(x+---+x)+---+(x+---+x) = (np)x par associtativité de +,
nxy)=xy+--+xy=(x+---+x)y=(nx)y par distributivité de x sur +, de méme a droite,
(nlp)x=0p+---+14)x=x+---+x=nx, par distributivité de x sur +, de méme a droite.

Propriété 3
Soit (4,+,x) un anneau. Si a,be A tels que et neIN; alors

 Formule du binbme de Newton :
" [n
(a+b)"= Y| |ab"F
k=0 k
e Factorisation de a" - b" :

a"-b"=(a-b) (@' +a"*b+a" b+ +ab"*+ b

n—1
=(a-b))_ akp"1k,
k=0
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Démonsiration

Semblable a la preuve dans C. Question : ou se sert-on de la commutation de a et b2
« Formule du binome :
* Preuve par dénombrement :

(a+b)":£a+b)(a+b)---(a+b)

n fois

En développant, on obtient des termes de la forme x;x,---x, avec x; =a ou b. Si on
veut k termes a, on (}) choix, et le terme vaut a*b"~* car a et b commutent.

* Preuve par récurrence sur n, c'est simple sin=0 ou 1. Soit n > 1 tel que c'est vrai au
rang n—1, alors

(a+b)"=(a+b)(a+b)" = (a+b ( )kb”‘l‘k
=0

:n_l(” 1) k+lpn-k-1 ( ) kpn—k
i\ k

(associativité, dis’rribu’nw’re, a et b commutent,
dans la seconde somme)

-1 n-1
(a+b)" =) Z ) a*p" k4 Y nk a*p"k
k=1\"*" k=0

(changement d'indice k— k—1)

" (p-1 " (pn-1
— Z akbn_k+ Z dkbn_k
k=o\k—1 i\ k

(les termes ajoutés sont nuls)

L n-—1 n-—1 kin—k
= + a‘b
(associativité, distributivite,

n

Donc (a+b)" =Y (Z)akb""‘ d'aprés la formule de Pascal étendue.
k=0

o Factorisation de a" - b" :

(a—b) Z akpn—1-k = Z( k+1bn—(k+1)_akbn—k)
k=0

(a et b commutent, associativité, distributivité)
— a"bo—aob" =a"—p"
(somme télescopique)

Remarque 2
Si a et b ne commutent pas,

(a+b)2=a2+ab+ba+b2

(a+ b =a®+d’b+aba+ba®+ab® + bab+ b*a+b°
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ﬂ Groupe des inversibles

Définition 4
Soit (A, +, x) un anneau.
a € A est dit inversible si et seulement s'il est symétrisable pour x.

Son symétrique est appelé inverse de a, noté a=!.
On note U, ou U(A) ou A* I'ensemble des inversibles de A.

Remarque 3
On parle parfois d'unités de A, d'ou la notation...

Exemples 1
E1— Ur=R"*
E2— Uz=1{-1,1}
E3— Ugn = {suites jamais nulles}
E4 — Upp = {fonctions jamais nulles}

Propriété 4 : Groupe des inversibles

Si (A, +,x), alors (Uy, x) est un groupe appelé groupe des inversibles de A.

Démonstration

On a déja I'associativité, I'élément neutre car A est un anneau. Comme de plus, tout élé-
ment inversible est lui Méme inversible et comme le produit de deux éléments inversibles I'est
encore, on a bien une structure de groupe. |

E Sous-anneavu

Définition 5 : Sous-anneavu

Soit (4,4, x) un anneau. On dit que (B, +, x) est un sous-anneau de (A, +, x) lorsque

Bc A, et (B, +lg2, x|g2) €st un anneau.

Remarque 4

Une partie peut avoir une structure d’anneau pour les lois induites sans avoir la méme unité
(ce n’est pas un sous-anneau au sens de la définition précédente. ) C'est le cas tfrivialement
de {04}.
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Exemple 2

Soit, dans I'anneau des matrices 2 x 2, I'ensemble B des matrices (§ 3) pour a € K. Alors
(B,+,x) est un anneau d'unité (3 ) # L.

Propriété 5 : Caractérisation des sous-anneaux

(B, +, x) est un sous-anneau de (A, +, x) si et seulement si

BcA

(B,+) est un sous-groupe de (A, +)

B eststable par x : Vx,yeB, xxyeB
1,€B

ou, de maniere équivalente,

BcA;1,€B
Vx,yeB, x+y€eB, —xeB et xxyeB
ou Vx,yeB, x—yeB et xxyeB

Démonstration

Méme principe que pour les sous-groupes, la présence de 14 n'étant automatique que si
B possede un élément inversible, d'ou la nécessité d'imposer 14 € B. [ |

Exemple 3
ZV?2] =7 + 27 est un sous-anneau de R.

H Morphisme d’anneau

Définition 6 : Morphisme d’anneaux

Soient (4,+,x) et (A',8,®) deux anneaux.
f:(A+,x)— (A, 8,8) est un morphisme d’anneaux si et seulement si

(i) Y(a,b)e A%, f(a+b)= f(a)® f(b)
(ie f:(A+) — (A, &) morphisme de groupes)
(i) V(a,b)e A%, f(axb)= f(a)® f(b)
(i) fA)=1x

On parle aussi, d’endomorphisme, d’'isomorphisme et d’automorphisme d’'anneaux
avec des définitions identiques.
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Propriété 6

Si f:(A+,x)— (A, 8,8) est un morphisme d’anneaux et si a est inversible dans A, alors
f(a) I'est dans A" et f(a™) = (f@)™".

Lycée Leconte de Lisle — Réunion

Démonstration

f@f(al)=f(aa)=f1a)=1a4 et de méme f(a!)f(A)=14. n

Remarque 5
Comme on a en particulier un morphisme de groupes additifs, on peut ufiliser les propriétés
de ceux-Ci:
e f(04) =0y,
e pourtoutae A, f(-a)=-f(a),
e Kerf=f"(0a))={acAl f(a)=0a},
o f estinjective si ef seulement si Ker f ={04}.
Cependant, A si Ker f est bien un sous-groupe de (4, +), ce n'est pas un sous-anneau car
14 ¢ Ker f (G moins que 14 =04, ce quirevient d avoir A’ = {04}!) Comme tous les autres axiomes
sont vérifiés, on parle parfois de pseudo-anneau.

III Structure de corps

B péinition

Définition 7
Soit K un ensemble, +,x deux lois de composition internes sur K. On dit que (I, +, x)

est un corps lorsque

e (K,+, x) est un anneaux.

o K\ {0k} est non vide et tous ses éléments sont inversibles (c'est-a-dire K # {0k} et

Uk = K* =K\ {0K}.)

e x est commutative.
ou, de maniere équivalente,

e (K,+) est un groupe abélien,

o (K\ {0}, x) est un groupe abélien,

e x est distributive sur +.

Exemple 4
R, Q, € munis des lois + et x sont des corps, mais pas Z.

Propriété 7

Tout corps n'admet aucun diviseur de zéro. En particulier, tout corps est integre.
La réciproque est fausse.
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Démonstration

Si ab =0k et si a # 0k, alors a est inversible et b=a'ab=a"'0x = 0x car 0g est un élément
absorbant.
Pour la réciproque, (Z,+, x) est un anneau integre qui n’est pas un corps. |

Exemples 2

e1— (RN, + x) et (RP,+,x) (oU D contient au moins deux éléments) ne sont pas des corps : ls
ne sont pas intégres.

e2 — Il existe des corps finis. On peut méme montrer que la commutativité de x est automa-
tique pour un corps fini (théoreme de Wedderburn), et que son cardinal est une puis-
sance d'une nombre premier.
o IV, =7Z/27.=1{0,1}, ensemble des entiers modulo 2, muni des lois + et x :
+(0 1 x |0 1
0|0 1 et 0/0 O

111 0 110 1

e I3 =Z/37 =1{0,3}, ensemble des entiers modulo 3, muni des lois + et x :

+]0 1 2 x|0 1 2
0[O0 1 2 0/0 0 O
et
111 2 0 1710 1 2
212 01 210 2 1

e Z/sz n'est pas un corps : il a bien une structure d'anneau, mais n'est pas integre car
2x2=0 [4].

E Sous-corps

Définition 8 : Sous-corps

Soit (K, +, x) un corps. On dit que (I, +, x) est un sous-corps de (KK, +, x) lorsque Lc K et
(L, +Ip2, xIp2) est un corps.

Propriété 8 : Caractérisation des sous-corps

(I, +, x) est un sous-corps de (K, +, x) si et seulement si

LcK
(I, +) est un sous-groupe de (KK, +)

(L\ {0k}, x) est un sous-groupe de (KK\ {0k}, x)
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ou, de maniere équivalente,

LcK
L\{ox}#9 (Axel)
Vx,yel, x—yelL

Vx,ye L\{0k}, xy lel

Démonstration

Le sens = ne pose pas de probleme. Pour le sens <, on a bien un sous-anneau dont tous
les éléments non nuls sont inversibles car 1k = xx~ ! e LL. [ |

B Morphismes de corps

Définition 9 : Morphisme de corps

Soient (K, +, x) et (K',®,®) deux corps.
f: (K, +,x) = (K',e,®) est un morphisme de corps si ef seulement s'il s’agit d’un mor-
phisme d'anneaux, c'est-a-dire

() V,»eK? fx+y)=fxefy)
(ie f: K, +) — (K',®) morphisme de groupes)
(i) Y(x, ) eK? flxxy)=fx)ef(y
(i) f(g) =1k

Remarque 6

Avec (i) et (i), f(g) = (f(11K))2 et comme K’ estintegre, f(1k) vaut 1k ou Ok S'il vaut ok et
si (i) est vérifiée, alors f=0x:.

Exemples 3
E1— idg, z— Zz sont des automorphismes (involutifs) du corps C.

E2 — Tout morphisme de corps est injectif, car si x # 0k, x est inversible donc f(x) est inversible,
donc f(x) # 0k donc x ¢ Ker f, donc Ker f = {0}.

Structures algébriques d'anneau et de corps - page 10 sur 11


https://mp2i.lecontedelisle.re

	Structures algébriques d’anneau et de corps
	Structure d’anneau
	Définition
	Diviseurs de zéro et intégrité
	Règles de calcul dans un anneau
	Groupe des inversibles
	Sous-anneau 
	Morphisme d'anneau

	Structure de corps
	Définition
	Sous-corps
	Morphismes de corps



