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Morphisme d’'anneau

1. Définition

Soit A un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur A. On dit
que (A, +, x) est un anneau lorsque
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1. Définition

Soit A un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur A. On dit
que (A, +, x) est un anneau lorsque

m (A, +) est un groupe abélien. Lélément neutre est noté 0.4.
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1. Définition

Soit A un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur A. On dit
que (A, +, x) est un anneau lorsque

m (A, +) est un groupe abélien. Lélément neutre est noté 0.4.
B X est associative et distributive sur +.
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1. Définition

Soit A un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur A. On dit
que (A, +, x) est un anneau lorsque

m (A, +) est un groupe abélien. Lélément neutre est noté 0.4.

m x est associative et distributive sur +.

m x admet un élément neutre appelé unité de A, noté 14.

Structures d'anneau et de corps



Définition

Diviseurs de zéro et intégrité
Structure d'anneau Régles de calcul dans un anneau
Structure de corps Groupe des inversibles

Sous-anneau

Morphisme d'anneau

1. Définition

Soit A un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur A. On dit
que (A, +, x) est un anneau lorsque

m (A, +) est un groupe abélien. Lélément neutre est noté 0.4.

m x est associative et distributive sur +.

m x admet un élément neutre appelé unité de A, noté 14.
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1. Définition

Définition :
Soit A un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur A. On dit
que (A, +, x) est un anneau lorsque

m (A, +) est un groupe abélien. Lélément neutre est noté 0.4.

m x est associative et distributive sur +.

m x admet un élément neutre appelé unité de A, noté 14.

Lorsque, de plus, x est commutative, on dit que (A4, +, x) est un anneau
commutatif.
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1. Définition

Définition :

Soit A un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur A. On dit
que (A, +, x) est un anneau lorsque

m (A, +) est un groupe abélien. Lélément neutre est noté 0.4.
m x est associative et distributive sur +.
m x admet un élément neutre appelé unité de A, noté 14.

Lorsque, de plus, x est commutative, on dit que (A4, +, x) est un anneau
commutatif.

Propriété :

(Z,+, %), (Q,+, %), (R, +, X), (C,+, x), (R”, +, x), (C”,+, x) (avec
D # ) sont des anneaux commutatifs.
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1. Définition

Définition :

Soit A un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur A. On dit
que (A, +, x) est un anneau lorsque

m (A, +) est un groupe abélien. Lélément neutre est noté 0.4.
m x est associative et distributive sur +.
m x admet un élément neutre appelé unité de A, noté 14.

Lorsque, de plus, x est commutative, on dit que (A4, +, x) est un anneau
commutatif.

Propriété :

(Z,+, %), (Q,+, %), (R, +, X), (C,+, x), (R”, +, x), (C”,+, x) (avec
D # ) sont des anneaux commutatifs.
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2. Diviseurs de zéro et intégrité

Définition : Diviseur de zéro
Soit (A, +, xX) un anneau. Un élément a € A est appelé diviseur de zéro si
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2. Diviseurs de zéro et intégrité

Définition : Diviseur de zéro
Soit (A, +, xX) un anneau. Un élément a € A est appelé diviseur de zéro si
ma#0a.
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2. Diviseurs de zéro et intégrité

Définition : Diviseur de zéro

Soit (A, +, xX) un anneau. Un élément a € A est appelé diviseur de zéro si
ma#0a.
m On peut trouverb € Atelque b # 04 eta x b= 0a.
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2. Diviseurs de zéro et intégrité

Définition : Diviseur de zéro

Soit (A, +, xX) un anneau. Un élément a € A est appelé diviseur de zéro si
ma#0a.
m On peut trouverb € Atelque b # 04 eta x b= 0a.
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2. Diviseurs de zéro et intégrité

Soit (A, +, xX) un anneau. Un élément a € A est appelé diviseur de zéro si
ma#04.
m On peut trouverb € Atelque b # 04 €ta xb=104.

Définition : Anneau integre

Un anneau (A, +, x) est dit integre si
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2. Diviseurs de zéro et intégrité

Soit (A, +, xX) un anneau. Un élément a € A est appelé diviseur de zéro si
ma#04.
m On peut trouverb € Atelque b # 04 €ta xb=104.

Définition : Anneau integre

Un anneau (A, +, x) est dit integre si
m A est commutatif,
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2. Diviseurs de zéro et intégrité

Soit (A, +, xX) un anneau. Un élément a € A est appelé diviseur de zéro si
ma#04.
m On peut trouverb € Atelque b # 04 €ta xb=104.

Définition : Anneau integre

Un anneau (A, +, x) est dit integre si
m A est commutatif,
m A+ {04} Ccest-a-dire 14 # 04,

Structures d'anneau et de corps



Définition

Diviseurs de zéro et intégrité
Structure d’'anneau Regles de calcul dans un anneau
Structure de corps Groupe des inversibles

Sous-anneau

Morphisme d’'anneau

2. Diviseurs de zéro et intégrité

Soit (A, +, xX) un anneau. Un élément a € A est appelé diviseur de zéro si
ma#04.
m On peut trouverb € Atelque b # 04 €ta xb=104.

Définition : Anneau integre

Un anneau (A, +, x) est dit integre si
m A est commutatif,
m A+ {04} Ccest-a-dire 14 # 04,
m A n’admet aucun diviseur de zéro, c’est-a-dire

Va,be A, axb=0s —=a=0a0ub=04.
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3. Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau.
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3. Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau.
M 04 est absorbant :

Va€e A, ax04=04 xXa=04a.
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3. Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau.
M 04 est absorbant :

Va€e A, ax04=04 xXa=04a.

@ VabeA (—a)xb=ax(-b)=—(axb).
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3. Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau.
M 04 est absorbant :

Va€e A, ax04=04 xXa=04a.

@ VabeA (—a)xb=ax(-b)=—(axb).
M Sin,pc€ Zeta,bec A,

B n(a £b) = na £ nb,
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3. Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau.
M 04 est absorbant :

Va€e A, ax04=04 xXa=04a.

@ VabeA (—a)xb=ax(-b)=—(axb).
M Sin,pc€ Zeta,bec A,

B n(a £b) = na £ nb,
® n(pa) = (np)d,
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3. Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau.
M 04 est absorbant :

Va€e A, ax04=04 xXa=04a.

@ VabeA (—a)xb=ax(-b)=—(axb).
M Sin,pc€ Zeta,bec A,

B n(a £b) = na £ nb, m n(ab) = (na)b = a(nb),
® n(pa) = (np)d,
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3. Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau.
M 04 est absorbant :

Va€e A, ax04=04 xXa=04a.

@ VabeA (—a)xb=ax(-b)=—(axb).
M Sin,pc€ Zeta,bec A,

B n(a £b) = na £ nb, B n(ab) = (na)b = a(nb),
m n(pa) = (np)b, B na=(nla)a=a(nly).
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3. Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau.
M 04 est absorbant :

Va€e A, ax04=04 xXa=04a.

@ VabeA (—a)xb=ax(-b)=—(axb).
M Sin,pc€ Zeta,bec A,

B n(a £b) = na £ nb, B n(ab) = (na)b = a(nb),
m n(pa) = (np)b, B na=(nla)a=a(nly).
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3. Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau.
M 04 est absorbant :

Va€e A, ax04=04 xXa=04a.

@ VabeA (—a)xb=ax(-b)=—(axb).
M Sin,pc€ Zeta,bec A,

B n(a £b) = na £ nb, B n(ab) = (na)b = a(nb),
m n(pa) = (np)b, B na=(nla)a=a(nly).
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Soit (A, +, x) un anneau. Si a,b € A tels que etn € IN; alors
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Soit (A, +, x) un anneau. Si a,b € A tels que etn € IN; alors
= Formule du binéme de Newton : (a +b)" = ) aFpnk
k=0
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Propriété :
Soit (A, +, x) un anneau. Si a,b € A tels que etn € IN; alors

= Formule du binéme de Newton : (a +b)" =
k=0

N\ kn—k
a"b"

m Factorisation de o™ — b" :

a” —b" = (a—0) (a"71 +a" b+ a" 7 b0

n—1
=(a—b)> a7k

k=0
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4. Groupe des inversibles

Défi
Soit (A4, +, x) un anneau.

on:
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4. Groupe des inversibles

Soit (A4, +, x) un anneau.
a € A est dit inversible si et seulement s’il est symétrisable pour x.
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4. Groupe des inversibles

Définition :
Soit (A4, +, x) un anneau.

a € A est dit inversible si et seulement s’il est symétrisable pour x.

Son symétrique est appelé inverse de a, noté a .
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4. Groupe des inversibles

Définition :

Soit (A4, +, x) un anneau.

a € A est dit inversible si et seulement s’il est symétrisable pour x.
Son symétrique est appelé inverse de a, noté a .

On note U4 ou U(A) ou A* 'ensemble des inversibles de A.

Structures d'anneau et de corps



Définition

Diviseurs de zéro et intégrité
Structure d’'anneau Régles de calcul dans un anneau
Structure de corps Groupe des inversibles

Sous-anneau

Morphisme d’'anneau

4. Groupe des inversibles

Définition :

Soit (A4, +, x) un anneau.

a € A est dit inversible si et seulement s’il est symétrisable pour x.
Son symétrique est appelé inverse de a, noté a .

On note U4 ou U(A) ou A* 'ensemble des inversibles de A.

Propriété : Groupe des inversibles

Si (A, +, x), alors (U4, x) est un groupe appelé groupe des inversibles de
A.
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5. Sous-anneau

Définition : Sous-anneau

Soit (A, +, x) un anneau. On dit que (B, +, x) est un sous-anneau de
(A,+, x) lorsque B C A et (B, +|pz2, x|2) est un anneau.
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5. Sous-anneau

Définition : Sous-anneau

Soit (A, +, x) un anneau. On dit que (B, +, x) est un sous-anneau de
(A,+, x) lorsque B C A et (B, +|pz2, x|2) est un anneau.

Propriété : Caractérisation des sous-anneaux

(B, +, x) est un sous-anneau de (A, +, x) si et seulement si

BcCcA

(B, +) est un sous-groupe de (A, +)
Beststablepar x : Vz,y € B, xt xy € B
la€B
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5. Sous-anneau

Définition : Sous-anneau

Soit (A, +, x) un anneau. On dit que (B, +, x) est un sous-anneau de
(A,+, x) lorsque B C A et (B, +|pz2, x|2) est un anneau.

Propriété : Caractérisation des sous-anneaux

(B, +, x) est un sous-anneau de (A, +, x) si et seulement si

BcCcA

(B, +) est un sous-groupe de (A, +)
Beststablepar x : Vz,y € B, xt xy € B
la€B

ou, de maniere équivalente,

BCA;14€B
Ve,ye B, x+y€B, —r€B et xxyeB
ou Vax,yeB, x—yeB et axxyeB
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6. Morphisme d’anneau

Définition : Morphisme d’anneaux

Soient (4, +, x) et (4’, ®, ®) deux anneaux.
fi(A+,x) = (A, ®,®) est un morphisme d’anneaux si et seulement si
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6. Morphisme d’anneau

Définition : Morphisme d’anneaux

Soient (4, +, x) et (4’, ®, ®) deux anneaux.
fi(A+,x) = (A, ®,®) est un morphisme d’anneaux si et seulement si

B V(a,b) € A% f(a+b)= f(a)® f(b)
(ie f: (A, +) — (A", ®) morphisme de groupes)

Structures d'anneau et de corps



Définition

Diviseurs de zéro et intégrité
Structure d’'anneau Régles de calcul dans un anneau
Structure de corps Groupe des inversibles

Sous-anneau

Morphisme d'anneau

6. Morphisme d’anneau

Définition : Morphisme d’anneaux

Soient (4, +, x) et (4’, ®, ®) deux anneaux.
fi(A+,x) = (A, ®,®) est un morphisme d’anneaux si et seulement si

B V(a,b) € A% f(a+b)= f(a)® f(b)
(ie f: (A, +) — (A", ®) morphisme de groupes)

W V(a,b) € A>, f(axb) = f(a)® f(b)
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6. Morphisme d’anneau

Définition : Morphisme d’anneaux

Soient (4, +, x) et (4’, ®, ®) deux anneaux.
fi(A+,x) = (A, ®,®) est un morphisme d’anneaux si et seulement si

WV (a,b) € A, f(a+b)= f(a)® f(b)
(ie f: (A, +) — (A", ®) morphisme de groupes)

W V(a,b) € A>, f(axb) = f(a)® f(b)
W f(la) =14
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Définition

Diviseurs de zéro et intégrité
Structure d’'anneau Régles de calcul dans un anneau
Structure de corps Groupe des inversibles

Sous-anneau

Morphisme d'anneau

6. Morphisme d’anneau

Définition : Morphisme d’anneaux
Soient (4, +, x) et (4’, ®, ®) deux anneaux.
fi(A+,x) = (A, ®,®) est un morphisme d’anneaux si et seulement si

WV (a,b) € A, f(a+b)= f(a)® f(b)
(ie f: (A, +) — (A", ®) morphisme de groupes)

W V(a,b) € A>, f(axb) = f(a)® f(b)

B f(la) =14
On parle aussi, dendomorphisme, d'isomorphisme et d’'automorphisme
d’anneaux.

Structures d'anneau et de corps



Définition

Diviseurs de zéro et intégrité
Structure d’'anneau Régles de calcul dans un anneau
Structure de corps Groupe des inversibles

Sous-anneau

Morphisme d'anneau

6. Morphisme d’anneau

Définition : Morphisme d’anneaux
Soient (4, +, x) et (4’, ®, ®) deux anneaux.
fi(A+,x) = (A, ®,®) est un morphisme d’anneaux si et seulement si
BV (a,0) € A%, fla+b) = f(a) ® f(b)
(ie f: (A, +) — (A", ®) morphisme de groupes)
BV (a,b) € A%, faxb)= f(a)® f(b)

B f(la) =14
On parle aussi, dendomorphisme, d'isomorphisme et d’'automorphisme
d’anneaux.

Propriété :
Sif:(A+,x)— (A, ®,®) est un morphisme d’anneaux et si a est
inversible dans A, alors f(a) I'estdans A’ et f (a™') = (f(a))~".
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Définition : Corps

Soit IX un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur IK. On dit
que (K, +, x) est un corps lorsque

m (K, +, x) est un anneaux.

m K\ {Ox} est non vide et tous ses éléments sont inversibles (c’est-a-dire
K # {0k} etUx = K* =K\ {Ok}.)
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Soit IX un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur IK. On dit
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Définition : Corps

Soit IX un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur IK. On dit
que (K, +, x) est un corps lorsque

m (KK, +, x) est un anneaux.
m K\ {Ox} est non vide et tous ses éléments sont inversibles (c’est-a-dire
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Définition : Corps

Soit IX un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur IK. On dit
que (K, +, x) est un corps lorsque

m (KK, +, x) est un anneaux.
m K\ {Ox} est non vide et tous ses éléments sont inversibles (c’est-a-dire
K # {0k} et Uk = K* =K\ {0x}.)
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ou, demaniére équivalente,
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Définition : Corps

Soit IX un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur IK. On dit
que (K, +, x) est un corps lorsque

m (KK, +, x) est un anneaux.

m K\ {Ox} est non vide et tous ses éléments sont inversibles (c’est-a-dire
K # {0k} et Uk = K* =K\ {0x}.)

B X est commutative.

ou, demaniére équivalente,

m (K, +) est un groupe abélien,

m (K \ {0k}, x) est un groupe abélien,

m X est distributive sur +.
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Tout corps n’admet aucun diviseur de zéro.
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Propriété :
Tout corps n’admet aucun diviseur de zéro.
En particulier, tout corps commutatif est integre.
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Définition : Sous-corps

Soit (KK, +, x) un corps. On dit que (I, +, x) est un sous-corps de (K, +, x)
lorsque I C K et (I, +|y.2, X|y.2) est un corps.
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Définition : Sous-corps

Soit (KK, +, x) un corps. On dit que (I, +, x) est un sous-corps de (K, +, x)
lorsque I C K et (]L, +|p2, x|mz) est un corps.

Propriété : Caractérisation des sous-corps

(L, 4, x) est un sous-corps de (K, +, x) si et seulement si

LCcK
(IL, +) est un sous-groupe de (K, +)
(L \ {0k}, x) estun sous-groupe de (K \ {0k}, x)
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Définition : Sous-corps

Soit (KK, +, x) un corps. On dit que (I, +, x) est un sous-corps de (K, +, x)
lorsque I C K et (]L, +|p2, x|mz) est un corps.

Propriété : Caractérisation des sous-corps

(IL, 4, x) est un sous-corps de (K, +, x) si et seulement si

LCcK
(IL, +) est un sous-groupe de (K, +)
(L \ {0k}, x) estun sous-groupe de (K \ {0k}, x)

ou, de maniére équivalente,

LcK

L\{0x} #2 (lk €L)
Ve,yell, r—yell
Vz,y e L\ {0k}, zy ' €L
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Définition : Morphisme de corps

Soient (K, +, x) et (K’, @, ®) deux corps.
f: (K, +, x) = (K',®,®) est un morphisme de corps si et seulement s'il
s’agit d’'un morphisme d’anneaux, c’est-a-dire

BVY(z,y) €K? f(z+y)=f(z)®f(y)
(ie f: (K, +) — (K, ®) morphisme de groupes)

BV(z,y) €K flzxy) =f(z)®f(y)
B f(lk) = 1k
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