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Dérivation des fonctions numériques

Extrait du programme officiel :

Contenus

Capacités & commentaires

Nombre dérivé, fonction dérivée

Dérivabilité en un point, nombre dérivé.
La dérivabilité entraine la continuité.
Dérivabilité & gauche, a droite.

Dérivabilité et dérivée sur un intervalle.

Opérations sur les fonctions dérivables : combinai-
son linéaire, produit, quotient, composition, réci-
progue.

Définition par le taux d'accroissement.
Caractérisation : une fonction f est dérivable en a
si et seulement si elle admet un développement li-
mité & I'ordre 1 en a. Dans ce cas

fla+h)= f(a)+ f'(a)h+ he(h), oU &(h) h_E)O‘

Interprétation géométrique : tangente.
Interprétation cinématique : vitesse instantanée.

Tangente au graphe d'une fonction réciproque.

b) Extremum local et point critique

Condition nécessaire d'extremum local en un point
intérieur.

Un point critique est un zéro de la dérivée.

c) Théorémes de Rolle et des accroissements finis

Théoréme de Rolle.
Egalité des accroissements finis.

Inégalité des accroissements finis : si f est déri-
vable et si |f'| est majorée par K, alors f est K-
lipschitzienne.

Caractérisation des fonctions dérivables
constantes, monotones, strictement monotones sur
un intervalle.

Théoréme de la limite de la dérivée :si f est conti-

nue sur I, dérivable sur I\{a} et si lim f'(x) = ¢ e R,
x#a

alors f est dérivable en a et f/(a)=¢.

Extension au cas ou ¢ = +oo.

Interprétations géométrique et cinématique.

La notion de fonction lipschitzienne est intfroduite a
cette occasion.

Application a I'étude de suites définies par une re-
lation de récurrence u,1 = f(un).

La fonction f’ est alors contfinue en a.

d) Fonctions de classe ¢*

Pour ke Nu {oo}, fonction de classe €*.
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Contenus

Opérations sur les fonctions de classe €* : combinai-
son linéaire, produit (formule de Leibniz), quotient,
composition, réciproque.

Capacités & Commentaires

Les démonstrations relatives d la composition et &
la réciproque ne sont pas exigibles.

e) Fonctions complexes
Breve extension des définitions et résultats précé-
denfs.

Inégalité des accroissements finis pour une fonction
complexe de classe €.

Caractérisation de la dérivabilité en termes de par-
ties réelle et imaginaire.

On mentionne que l'inégalité résulte d'une simple
majoration d'intégrale, justifiée ultérieurement
dans la section « Intégrafion ».
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Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel contenant au moins deux points.
Il Derivabilite
1 Nombre dérivé et fonction dérivée

ﬂ Dérivabilité en un point : quelques rappels

Définition 1
fx) - f(a)
X—a

Soit f: I—- R, aeI. On dit que f est dérivable en a si et seulement si aune

fla+h) - f(a)
df

Cette limite est alors notée f’(a) ou o

limite lorsque x — a si et seulement si a une limite lorsque h — 0.

(a) et appelée nombre dérivé de f en a.

Lorsqu’elle existe, on a donc

_ lim f(a+h)—f(a).
h—0 h

f'(a) = lim f®-f@
xX—a

Xx—a

Remarques 1
R1— Interprétation géométrique : Il s’agit de la limite des cordes dont une extrémité est le
point (a, f(a)) lorsque x — a.
D’ou I'équation de la tangente en a : y = f'(a)(x— a) + f(a).
i fO-fl@

X—a

oo, f n'est pas dérivable en a, mais il y a une tangente verticale.

fx) - fla)

R2— Si on note 7y 4(x) = , c'est-a-dire f(x) = f(a) + (x—a)Tf4(x), alors f est dérivable

a
en a si et seulement si 7, est prolongeable par confinuité en a.

Propriété 1 : Caractérisation par développement limité a I'ordre 1

f est dérivable en asi et seulement s'il existe ¢ € R tel que
fx) = f(a) +€(x—a)+x9a(x—a)

ouU 0 (x-a) signifie (x — a)e(x) avec e(x) —0 (on parle de développement limité a

I'ordre 1).
Dans ce cas, f'(a)=¢.

Démonstration
f)-fla _

X—a

fx) =f(a)+€(x—a)+x3a(x—a) si et seulement si /. [ |
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Propriété 2 : dérivable — continue

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
La réciproque est fausse.

Démonstration

Pourtout x # a, f(x) = f(a)+ (x—a)Tf4(x) a bien une limite pour x — a qui vaut f(a).
Pour la réciproque, on peut considérer |-| en 0. [ |

n Dérivabilité a gauche, a droite

Définition 2 : Dérivabilité a gauche, a droite

Si f: I—R, acI. f est dite dérivable a gauche (respectivement a droite) de a lorsque
W admet une limite a gauche (respectivement a droite) de a, notée f;(a) (respec-
tivement [ (a)).

Remarques 2
R1— Cela donne des demi-tangentes & gauche et a droite de a.
R2— SiI=[a,blOU [a,b], f est dérivable en a si et et seulement si f est dérivable a droite de a.

Exemple 1
x—|x| en 0.

Propriété 3 : Caractérisation de la dérivabilité par la dérivabilité a gauche et a droite

Siael f est dérivable en asi et seulement si f est derivable a gauche et a droite de
a et fgla) = f,(a@.
On a alors fg(a) = f)(a) = f'(a@)

Démonstration

Définition de la limite de 7 4(x) = @ définie sur I\ {a}. [ |

Exemple 2
fx)=eV*si x>0, 0sinon.
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Opérations algébriques

Propriété 4 : Opérations sur les dérivées
Sif,g:I1—-R, acl, 1eR
(i) f+gderivable en aet (f+g)(a)=f'(a)+g'(a).

(i) fxgdérivable en aet (f xg)(a) = f'(a)g(a)+ f(a)g'(a).
(i) Af derivable en a et (Af)'(a) = Af'(a).

(iv) Si g ne s’annule pas, g est dérivable en a et

Y. . flaga-fag (@
=| (@) = > .
8 (g(a)

Démonstration

() Treiga=Tfra+Tga-
(i) TregalX)=177a(x)g(x)+ f(a)T4q(x) Qvec f continue en a.

(III) TAf,a= /1Tf,a.

(iv) 71 (x)= “Taal ec g continue en a donne (é)/ puUis ch =fx

1
g? ggla 8

Remarques 3

R1— Si f est dérivable en a, parrécurrence, f"=fx---x f et
(") (@ =nf'(@f"@.

R2— Plus généralement, si fi,..., f, sont dérivables en a, fi x--- x f,, I'est aussi et

(Aixxf) @=Y A@..., fic1(@FU@ fer1(@ - fal@.
k=1

ﬂ Composition

Propriété 5: Dérivée d’'une composée

Soient I,] sont des intervalles, f: I-R et g: J—-Rtelque f(I)cJetacel.
Si f est dérivable en a et g est dérivable en b= f(a), alors go f est dérivable en a et

(go (@)= f(a)x g ofla).

Démonstration
+ Premiére tentative : 7.4 o (x) = 77,4(x) x T4, (o) (f (X)) — fl@xg (f(@).

/\ Probléme 2 f(x) peut étre égal & f(a) trop souvent au voisinage de a...
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+ Deuxieme tentative : On a des fonctions ¢, et g continues respectivement en a et
b= f(a) telles que si xe I,
f)=fla)+x-a)pr(x)

etsiye],
g8() =gd)+ (y —b)pg(y).
Alors, si xe,
g(f@) =g+ (f(x)-Db) g (f() =g (f@)+ (x—a)prx)pg (f(x)
Et donc

gof(x)=go fla)+(x—a)@gor(x)

OU @gor: x— @ r(x)pg (f(x)) est continue en a par opérations sur des fonctions continues.
Donc go f est dérivable en a, et

go f(a)=@gor(@) = pr(@¢g(f(@) = f'(a) x g (f(@).

E Dérivée d’'une réciproque

Théoréme 1 : Dérivée d'une réciproque en un point

Si I,] intervalles, f: I1— ] bijective, continue sur I et a€ I tel que f est dérivable en a.
Alors f~! est dérivable en b= f(a) si et seulement si f'(a) = f'(f~'(b)) #0 et alors

1 1
fl@  f(fw)

Si f'(a) =0, alors le graphe de f admet une tangente verticale en b = f(a).

(F ) w=

Remarque 1

Dans tous les cas, la tangente en (b, (b)) = (f(a), a) G €, est I'image parla symétrie d'axe
d’équation y = x de la tangente en (a, f(@)) & €.

Démonstration

Siy#b= et x=f~1(y) alors et tpa = )
y#b=f(a)etx=f""(y x#aet T,y el
Ory—b= f'(y)=x—a= fl(b) par continuité de f~! en b car f étant injective et conti-
nue sur I, elle est strictement monotone et le théoreme de la bijection s’applique. Comme
Tf,a(X) mf’(a), on a bien:

1 .
fla’

o soit f'(@) #0 et ! est dérivable en b et (f71) (b) =

o soit f'(a)=0et |11, — +oo donc f~! n'est pas dérivable en b et il y a une tangente
y—>

verticale.
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Remarque 2
Pour retrouver la formule, il suffit de dériver fo f~! =id.

E Fonction dérivée

Définition 3 : Fonction dérivée

Soit f: I —R. f est dite dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout ae I.
On définit alors la fonction dérivee

_df [T — R
dx | x — flo

Les propriétés de dérivation de somme, produit, combinaison linéaire quotient parune
fonction jamais nulle de fonctions dérivable s'étendent naturellement aux fonctions déri-
vables sur un intervalle.

Propriété 6 : Opérations
Si f,g: I—-TR dérivables sur I, LeR,

(i) f+g fxg Afsontdérivablessur I et (f+g)=f'+g, (fg) =f'g+fg, Af) =Af".
f f\'_fe-rg

!
(i) Si g ne s’annule pas sur I, § dérivable sur I et (5) =

(i) Si h:]— R dérivable sur J tel que f(I) < J, alors ho f est dérivable et (ho f) = f'xh o f.

Propriété 7 : Dérivée d’'une réciproque

Si f:1— J bijective et dérivable sur I, alors f~! est dérivable sur {f(x) ; x € Iet f'(x) # 0}

/ 1
et (f_l) :W.

Remarque 3
L'hypothese de continuité n’est plus utile ici.
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m Dérivées successives et classe d’'une fonction

H osinition

Définition 4 : Classe ¢*

Soit f:I—TR, neN.
 Lorsque f est dérivable n fois, note f sa dérivée ne tel que f© = f et pour tout

k, f(k+1) — (f(k))'_

e SikelN, f est de classe € sur I lorsque f est k fois dérivable et f® est continue
sur I. On note €*(I) I'ensemble des fonctions de classe €* sur I.

. f est de classe €™ sur I lorsque f est de classe €* pour tout ke N, c’est-a-dire
lorsque f est indéfiniment dérivable.

Remarques 4
R1— f(O) = 7, f(l) =f’, f(2) =f", f(3) =f”/.
R2— Vp,geN, (f(P))(") = f(lﬂ+q).
R3— On refrouve I'ensemble €°(I) des fonctions continues sur 1.

Ra— On peut étre k fois dérivable sans étre de classe €*.
Par exemple f: x— x*sin< est dérivable en 0 sans y étre de classe €.

Propriété 8 : Caractérisation avec la dérivée

Sin>1, f estnfois dérivable (respectivement de classe €") si et seulement si f
dérivable et f’ est n—1 fois dérivable (respectivement de classe €"1).

Alors fr=(f)" Y.

E Opérations

Propriété 9 : Opérations et classe

Soient f,g: I— R n fois dérivable (respectivement de classe €") sur I, Ae R.
(i) f+gestnfois dérivable (respectivement de classe €") sur I et

(f+g)(n) — f(n) +g(n)'
(i) Af est nfois derivable (respectivement de classe €") sur I et
(Af)(n) — /lf(n).

(i) Formule de Leibniz
f x g est n fois dérivable (respectivement de classe €") sur I et

(Fxg®=y (Z)f(k)g(”‘k)-

k=0
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(iv) Si g ne s’annule pas sur I,
I
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est n fois dérivable (respectivement de classe €") sur

(v] Si h:]J— R, tel que f(I) cJ est n fois dérivable (respectivement de classe €") sur J,
fog est nfois dérivable (respectivement de classe €") sur I.

Remarque 4

Le formule de Faa di Bruno (hors-programme) donne une expression de (f o g)".

Démonstration

Toutes ces propriétés se démontrent par récurrence sur n.
e Par exemple, pour la formule de Leibniz. Elle est vraie pour n = 0. Si on la suppose vrai
pourun n >0, etsi f et g sont n+1 fois dérivables, alors ils le sont n fois, donc par hypo-

these de récurrence, fx gl'est et

n & n n—

k=0

Toutes les fonctions intervenant dans la somme étant (au moins) une fois dérivable, on

peut dériver de nouveau :

k=0
n+l1
=2
k=1
n+l1
=2
k=0
n+l1
=2,
k=0

n+l1

n f(k+1)g(n—k)+2n: n f(k)g(n+1—k)

k =0 k

U OO RN o L e
k—l)f g /;) M

n 0 (n+1-k) & (n k) (n+1-k)
PR e +kZO VAt

n n (k) . (n+1—k)
(i) s

n+1y -k
k)f()g(n+ )

d'apres la formule de Pascal, ce qui établit la récurrence.

» Pourla composée, c’est vrai pour n=0 et si c’est vrai pour un n >0, alors si f et h sont
n+1 fois dérivables, elles le sont une fois et (ho f) = f' x W' o f qui est n fois dérivable par
hypothese de récurrence, donc ho f est n+1 fois dérivable.

« Pourla classe €7, il suffit de rajouter la continuité de la derniere dérivée dans les preuve.

o Le résultat devient immédiat pour la classe €.

Propriété 10 : Fonctions usuelles

Les fonctions usuelles exp, sin, cos, tan, In, ch, sh, th, Arctan et polynomiales ou ration-
nelles sont de classe € sur leur ensemble de définition.
Les fonctions Arcsin et Arccos sont de classe € sur]—-1,1].

V- est de classe € sur R7.
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Exercice 1
Calculer la dérivée ne de x— x*cosx et la dérivée ne de x— e*cosx par deux méthodes.

3] ¢*-difféomorphismes (HP)

Définition 5 : ¢*-difféomorphismes

f: I— J est un €*-difféomorphisme lorsque
o f est bijective,
o f est de classe €* sur I,
o f~l estde classe €* sur J.

Remarque 5
Un «¢°-difféomorphisme est un homéomorphisme.

Propriété 11 : Caractérisation des ¢*-difféomorphismes

Soit f:1— J bijective de classe €* avec k> 1.
Alors f est un €*-difféomorphisme (ie f~! est de classe €* sur J) si et seulement si f’
ne s'annule pas sur 1.

Remarque 6

Comme f' est continue, si elle ne s'annule pas, elle garde un signe constant et f est stricte-
ment monotone, donc injective automatiquement.

Démonstration

Le sens = est déja connu.
Pour I'autre sens, par récurrence sur k.
Pour k =1, on sait déja que f~! est dérivable sur J si et seulement si f ne s’annule pas. Ensuite

() =

est continue par opérations.

f’of_l
. . .. 1
Si c’est vrai pour k—1>1 et f' ne s’annule pas, alors f~! est dérivable et (1) = Fro est
o
de classe €% car f~! est de classe €*~! par hypothése de récurrence. Donc f~! est de classe
¢*. u
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|III Applications de la dérivabilité

II Condition nécessaire d’exiremum local

Définition 6 : Exiremum local

Soit f:T1—-R, ael.

(i) On dit que f admet un minimum (respectivement maximum) local en a lorsqu’il
existe un voisinage Vde atelque Vxe InV, f(x)> f(a) (respectivement f(x) < f(a)).

(i) On dit que f admet un minimum (respectivement maximum)
local strict en a lorsqu’il existe un voisinage V de a tel que
VxelInV, f(x)> f(a) (respectivement f(x) < f(a)).

On parle alors d’'extremum local.
Lorsque V =R, on parle d'extremum global.

Remarque 7
Ainsi, f admet un minimum (respectivement maximum) local en a si et seulement si

An>0, Vxel, |[x—al<n= f(x) > f(a) (respectivement f(x) < f(a)).
si et seulement si

de>0, VheR, a+helet|hl<e= f(a+h)> f(a) (respectivement f(a+ h) < f(a)).

Définition 7 : point critique

Sif:iI-R,ae Ttel que f dérivable en a. On dit que a est un point critique de f lorsque
f'(a) =0.

Propriété 12 : Condition nécessaire d'extremum local

Soit f: 1—-R, aeltel que

H1 acl

H2 f est dérivable en a

H3 f admet un extremum local en a
Alors a est un pont critique de f: f'(a) =0.

La réciproque est fausse.

Remarques 5

o 0,11 — R
R1— ac€ I estindispensable! Par exemple f: admet en 0 et 1 est des extrema
X — X
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globaux mais f'(0) = f'(1) #0.
R2— f:x—|x| admet un minimum global en 0 sans étre dérivable en 0.

R3 — Les extrema sont & chercher parmi les points intérieurs critiques et les points au bord.

Démonstration

Si, par exemple, f admet un maximum local en a, alors si x > a, HESI0) <0eftsix<a,

X—a

[Q-1@ ~ o, Donc la limite commune f'(a) est & la fois positive et négative donc nulle.

X—a

E Théoreme de Rolle

Soient (a,b) e R? avec a<bet f:[a, bl —R. Si
H1 f est continue sur [a, b]
H2 f est dérivable sur ]a, b|
H3 f(a)= f(b)

Alors 3cela,bl, f'(c)=0.

(Dessin)

Remarques 6
R1— La conclusion s’écrit aussi 3t €]0,1[, f'(a+th))=00U h=b-a.

R2 — Interprétation cinématique : Si un mobile M a une trajectoire rectiligne tel que M(ty) = M(t;)
alors il existe un instant €l t, t;[ tel que vp(r) = 0.

Démonsiration

Puisque f est continue sur [a, b], elle est bornée et atteint ses bornes m =min f et M = max f.
« Sim=M, alors f est constante et tout c €]a, b[ convient.

e Sim<M,

* Si f(a) #M, on A ce [a,b] tel que f(c) =M, avec f(c) # f(a) = f(b), dONC c€la, bl.
Comme ¢ est un extremum global (donc local) de f, ¢ n'est pas une borne de [a, b]
et f est dérivable en ¢, on a f'(c) =0.

* Si fla) = f(b) = M, alors f(a) # m donc on A c € [a,b] tel que f(c) = m, avec
flc) # fla) = f(b), donc c€la, bl.

Comme ¢ est un extremum global (donc local) de f, ¢ n'est pas une borne de [a, b]
et f est dérivable en ¢, on a f'(c) =0.
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B Théoreme des accroissements finis

Théoréme 3 :Théoreme des accroissements finis
Soient (a,b) e R? avec a<b et f: [a, bl — R. Si
H1 f est continue sur [a, b]
H2 f est dérivable sur la, b]

fb ) f( a .

Alors 3ce€la,bl, f'(c)=————ie f(b)=f(a)+(b-a)f (c).

(Dessin)

Remarques 7
R1— Le résultat s'écrit encore 3¢ €]0,1[, f(b) = f@+ b-af(a+tb-a) = 0 ie
fla+h)=f(a)+hf'(a+th) oU h=b-a.

rR2— Ce résultat généralise a priori le théoreme de Rolle, mais y est en fait strictement équi-
valent car on va utiliser ce théoréme dans la preuve.

Démonstration

Important : technique usuelle.
But : frouver ce€la, bl tel que f(b) = f(a)+ f'(c)(b—a).
Méthode : former la différence, faire varier b et remplacer f’(c) par un constante.
[a,b] — R . . o
On pose ¢ : ou A est choisie telle que ¢(b) =0, c’'est-a-dire
X — f(x)-fla)-Ax—-a)

LB~ f@

b—a
Alors ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, bl et ¢p(a) = ¢(b)(=0).
Donc d’'apres le théoreme de Rolle, on a ce€la, b tel que ¢'(c) =0= f'(c) -

ﬂ Inégalité des accroissements finis

Théoreme 4 : Inégalité des accroissements finis

Soient (a,b) e R? avec a<b et f: [a, bl — R. Si
H1 f est continue sur [a, b]
H2 f est dérivable sur ]a, b|
H3 3m,MeR, Vxe€la,bl, m<f(x)<M
Alors m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b— a).

Démonstration

Il suffit d’appliquer le théoreme des accroissements finis.
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Remarque 8

Lorsque f est de classe €' sur [a,b] et Vx € [a,b], m < f'(x) < M, comme a< b, on peut intégrer
membre & membre I'inégalité entre a et b et retrouver le résultat.

Définition 8 : Fonction lipschitzienne

Soit f:D—R, keR.
f est dite k-lipschitzienne sur D lorsque

Vx,yeD, |fx)-f|<k|x-y|.

Lorsque k€ [0,1[, on dit que f est contractante.

Remarque 9
Une fonction k-lipschitzienne est automatiquement continue.

Corollaire 1

Soit f: I—-R. Si
H1 f est continue sur I
H2 f est dérivable sur T
H3 3keR, Vxel, || <k

Alors f est k-lipschitzienne sur I, c’est-a-dire

Vx,yel, |fx)-fw|<k|x-y|.

Démonstration

Si x < y, on applique I'inégalité des accroissements finies A f sur [x,y] avec —k < f' < k sur
1x, yl. [ |

Remarques 8

R1— En parficulier, si f est dérivable sur I, f est lipschitzienne sur I si et seulement si f' est
bornée sur I.

R2— Si f estclasse €', on peut d nouveau retrouver le résultat directement enintégrant | f/| < k
entre x et y (attention & I'ordre des bornes...)
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E Variation des fonctions dérivables

Théoreme 5 : Variation des fonctions dérivables

Soit f: I - R, continue sur I, dérivable sur I.

(i) f est constante sur I si et seulementsi f'=0 sur I

(i) f estcroissante (respectivement décroissante) sur I si et seulementsi f’ > 0 (respec-
fivement f'<0) sur I.

(i) f est strictement croissante (respectivement décroissante) sur I si et seulement si
f' >0 (respectivement f'<0) sur Tet {x el ’ flx) = 0} ne continent aucun intervalle

d’intérieur non vide ie f' ne s'annule qu’en des points isolés.

Remarque 10

A Si f est définie sur D réunion d'intervalles, f' =0 dit que f est constante sur chaque
intervalle, f’ >0 dit que f est croissante sur chaque intervalle...

LA CONSTANTE DEPEND DE L'INTERVALLE!

Démonsiration

(i) (=) :lestaux d'accroissement sont nuls.
(<) :sif' =0sur ; alorssix, y € I tels que x < y, f est continue sur [x, y], dérivable sur]x, y[ donc
par théoreme des accroissement fini, on a celx, ylc I tel que f(y) - f(x) = f'(c)(y—x) =0.

(i) (=) :Si f est croissante, pour tout x e ; pour tout ae } Tfq(x) >0 donc f'(a) > 0.

(<) : Si, réciproquement, f’ >0 sur 1, alors si x,y €l tels que x <y, f est continue sur [x,yl,
dérivable sur ]x,y[ donc par théoreme des accroissement fini, on a ¢ €]x, ylc I tel que
FO-fx)=f')y-x)=>0.

(i) Contraposées :
(=) :Si f s’annule sur un intervalle J d’intervalle non vide, alors f =0 sur}e’r la monotonie
n'est pas stricte.

(<) :Silamonotonie de f n'est passtricte, on peut trouver x,ye I telsque x < y et f(x) = f(y).
Alors f est constante sur [x,y] et f est nulle sur un intervalle d’intérieur non vide.

Exemple 3
f: x— x> est strictement croissante malgré le fait que f/(0) = 0.
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H Théoreme de la limite de la dérivée

Théoreme 6 : Théoreme de la limite de la dérivée

Soit f:1—-R, aeltel que
H1 f est dérivable sur I\{a}
H2 f est continue en a
H3 f(x0) — (e R

Alors F-

a) .
a

X—a

Donc
e soit £ = +oo et €y admet une tangente verticale en a,
» soif e R et f est dérivable en a, f'(a)=¢ et f' est continue en a.

Remarques 9
R1— Si f' n'a pas de limite en a, on ne peut pas conclure.

Exemples 1
E1— f:x— x*sini prolongé par continuité par 0 en 0.
[ est dérivable sur R* et si x#0, f': x— 2xsin —cos quin'a pas de limite en o.
Et pourtout L&=@ ¢,

3 x—0
Donc f est dérivable en 0 et f/(0) =0 (mais f' n'est pas continue en 0).

. . l s . oy 7 y 7 .
E2— f:x— xsn}x ?rololnge par conT‘lnnge par 0 en 0. f n'est pas dérivable en 0 et
f'ix—sin; -+ cos+ n'a pas de limite en 0 (avec x, = nx).

rR2— Il faut que f soit continue en a : par exemple, f: x — 6,9 est dérivable sur R* et
flx)=0 — 0 et pourtant f n'est pas dérivable en 0.
x—»

R3— Ce théoreme donne aussi la continuité au point de la dérivée : et donc un caractere
localement ¢!. Cependant, une fonction peut étre dérivable sans que la dérivée soit
continue. Donc ne pas pouvoir appliquer le théoreme de la limite de la dérivée ne signifie
pas que la fonction n'est pas dérivable !

Démonstration
Si xeItelque x> a, f est continue sur [a, x], dérivable sur ]a, x[, par théoreme des accroisse-
ments finis, on a cx €la, x[ tel que f'(cy) = W.
. v fx) - f(a) " -
Comme a<cy<x, six—a', flcy) = ¢ et donc 4 ¢ par composition des limites.
—_— x—>ﬂ+

fx)-fla)

X—a X—a”

L.

On montre de méme que
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Exercice 2:Théoréme du prolongement ¢*

Soit ke NU {+oo}, et f e €¥(I\{a}) telle que Vie[0,k], f? a une limite finie en a. Montrer que
le prolongement de f par continuité en a est une fonction de classe €~ sur 1.

Comme f a une limite finie en a, on la prolonge en posant f(a) = chi_r,r};f(x)' On vérifie qu’alors

f est de classe €* en a également.

Comme f est continue en a, dérivable sur I\ {a} et f' = f' a une limite finie en a, alors par
théoréme de la limite de la dérivée, f est dérivable en a et sa dérivée est continue en a.

On obtient ainsi, par récurrence finie que pour tout p e [0,k 1], fP est dérivable en a et &
dérivée continue en a.

m Breve extension aux fonctions a valeurs complexes

Héritée directement des propriétés sur les limites, on a :

Propriété 13 : Parties réelle et imaginaire de la dérivée

Soit f:1— C.
f est dérivable en ac I (respectivement sur 1) si et seulement si Re f et Jm f le sont et
on a Re(f') =Re(NH et Im(f’) =TIm(f)

Théoreme 7 : Inégalité des accroissements finis

Si f:1—C telle que
H1 f esf continue sur I

H2 f est dérivable sur i

H3 on a keR* tel que |f/| <ksurl
Alors f est k-lipschitzienne sur I, c’est-a-dire

vx,x' €l |f(x)-fx"|<k|lx-x|.

Démonstration

Admis provisoirement, prouvé dans le cas €! avec les intégrales.

Remarques 10

R1— Avec k=0, on refrouve le fait que si la dérivée est nulle sur I, la fonction est constante
sur I. Ce qui se prouve également en passant par Re f et Jm f.

R2— Le théoréme de Rolle et I'égalité des accroissements finis ne sont plus valables dans C.

Exemple 4
f:x— e sur [0,27] vérifie bien les hypotheses, avec f(0) = f(2x) et pourtant | /| =1...
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