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Dérivation des fonctions numériques

Dans tout le chapitre, I désigne unintervalle
réel contenant au moins deux points.

n Dérivabilite

Il Nombre dérivé et fonction
dérivée

ﬂ Dérivabilité en un point : quelques
rappels

Définition 1
Soit f: I - R, ael. On dit que f est dé-
fx) - f(a)
X—dad @
une limite lorsque x — a si et seulement si
flath-j@ a une limite lorsque h — 0.

h
Cette limite est alors notée f’(a) ou %(a)

rivable en a si et seulement si

et appelée nombre dérivé de f en a.

Lorsqu’elle existe, on a donc

(@ = lim fx)-fla _ lim fla+ h)—f(a).
xX—a X—a h—0 h

Remarques 1

R1- Interprétation géométrique : Il s’agit de la
limite des cordes dont une extrémité estle
point (a, f(a)) lorsque x — a.

D'ou I'équation de la tangente en a :
y=f(@)(x-a)+ f(a).

Si W — oo, f n'est pas dérivable en

a, mais il y a une tangente verticale.

R2- Sionnote 7y ,(x) = M c’'est-a-dire

a
f(x) = f@) + (x - @)Tf,4(x), alors f est déri-
vable en a si et seulement si 77, est pro-
longeable par continuité en a.

Propriété 1 : Caractérisation par dévelop-

pement limité a 'ordre 1

f est dérivable en a si et seulement s'il
existe ¢ e R tel que

ouU xga(x—a) signifie  (x — a)e(x) avec
— 0 (on parle de développement
limité a I'ordre 1).
Dans ce cas, f'(a)=¢.

e(x)

Propriété 2 : dérivable — continue

Si f est dérivable en a, alors f est conti-
nue en a.
La réciproque est fausse.

u Dérivabilité a gauche, a droite

Définition 2 : Dérivabilité a gauche, a droite

Si f: I — R, ael. f est dite dérivable
a gauche (respectivement a droite) de a
lorsque W admet une limite d gauche
(respectivement a droite) de a, notée fg(a)
(respectivement f(a)).

Remarques 2
R1-— Cela donne des demi-tangentes &
gauche et a droite de a.

R2— SiI=[a,blOU [a,b], f estdérivable en a si
et et seulement si f est dérivable & droite
de a.

Exemple 1
x~— |x| eno.
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Propriété 3 : Caractérisation de la déri-

vabilité par la dérivabilité a
gauche et a droite

Siae } f est dérivable en a si et seule-
ment i f est dérivable a gauche et a droite
de aet fy(a) = f(a).

On a alors fg(a) = fi(a) = f'(@)

Exemple 2
fx)=eV*si x>0, 0sinon.

Opérations algébriques

Propriété 4 : Opérations sur les dérivées

Sif,g:I—-R, acl, LeR
(i) f+gdérivable en a et

(f+8) (@ =f'(a)+g'(a.
(i) f =g dérivable en a et
(fxg) (@ =f@g@+flag (@.
(i) Af dérivable en a et
(Af) (@) = Af'(a).

(iv) Si g ne s’annule pas, ’é est dérivable en
aet

Y . flaga-flag'(a
=| (a) = 2 .
g (g(a))

Remarques 3
R1- Si f est dérivable en a, par récurrence,

fr=fx--xfet
(M (@ = nf' @ f™@.

R2— Plus généralement, si fi,...,f, sont déri-
vables en a, fi x---x f,, I'est aussi et

(ixxfu) @=) A@..., fic1(@ (@ fis1(@) - fala).
k=1

[E;
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O sr=2)

n Composition

Propriété 5: Dérivée d'une composée

Soient I, ] sont des intervalles, f: I - R et
g:J—Rtelque f(hcJjetacl

Si f est dérivable en a et g est dérivable
en b= f(a), alors go f est dérivable en a et

(goN(@=f(a)xg o fl(a).

E Dérivée d’'une réciproque

Théoreme 1 : Dérivée d'une réciproque en

un point

Si I,] intervalles, f: I — J bijective, conti-
nue sur I et ae I tel que f est dérivable en
a.

Alors =1 est dérivable en b = f(a) si et
seulementsi f'(a) = f'(f~1(b)) #0 et alors

1 1
fl@ f(f'wm)

Si f'(a) =0, alors le graphe de f admet
une tangente verticale en b = f(a).

(F ) w=

Remarque 1

Dans tous les cas, la fangente en
(b, ') = (fl@,a) & €41 est I'image par
la symétrie d'axe d'équation y = x de la
tangente en (a, f(a)) & €5.

Remarque 2
Pour retrouver la formule, il suffit de dériver

foft=id.

E Fonction dérivéee

Définition 3 : Fonction dérivée

Soit f: I — R. f est dite dérivable sur I
lorsque f est dérivable en tout ae I.
On définit alors la fonction dérivée

pepp=df T R
dx X — fl(x)
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Les propriétés de dérivation de somme, pro-
duit, combinaison linéaire quotient par une
fonction jamais nulle de fonctions dérivable
s'étendent naturellement aux fonctions déri-
vables sur un intervalle.

Propriété 6 : Opérations

Si f,g: 1— TR dérivables sur I, Le R,

(i) f+g fxg Af sont dérivables sur I et
(f+8)'=f'+g (f8) =f'g+fg. AN =Af".
(i) Si g ne s'annule pas sur I, ]é dérivable
/ ! o /
surlef(]—c) _f&-Jg ng
8 g
(i) Si h:J — R dérivable sur J tel que
f) < J, alors ho f est dérivable et
(hof) =f xhof.

Propriété 7 : Dérivée d'une réciproque

Si f:1— Jbijective et dérivable sur I, alors
! est dérivable sur {f(x); xeIetf'(x)#0}

et (£’

:f/of—l'

Remarque 3

L'hypothése de continuité n'est plus utile
ici.

m Dérivées successives et
classe d'une fonction

II Définition

Définition 4 : Classe ¢*

Soit f:1—-TR, neN.

« Lorsque f est dérivable n fois, note £
sa dérivée ne tel que fO = f et pour
tout k, F&+D = (f®),

e SikeNN, f est de classe €* sur I lorsque
f est k fois dérivable et f® est conti-
nue sur 1.

On note €*() I'ensemble des fonc-
tions de classe €* sur I.
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o f est de classe € sur I lorsque f est
de classe €% pour tout k € IN, c’est-
a-dire lorsque f est indéfiniment déri-
vable.

On note €*) I'ensemble des fonc-
tions de classe € sur I.

Remarques 4

R1— f(O) :f: f(l) :f,, f(2) :f//, f(3) :f///.

R2- Vp,geN, (f?) = pir+a.

R3— On refrouve I'ensemble €°(I) des fonc-
fions continues sur I.

R4 — On peut étre k fois dérivable sans étre de
classe €*.
Par exemple f: x — x*sin est dérivable
en 0 sans y étre de classe €.

Propriété 8 : Caractérisation avec la déri-
vée

Sin>1, f estnfois dérivable (respecti-
vement de classe €") si et seulement si f
dérivable et f’ est n—1 fois dérivable (res-
pectivement de classe €"1).

Alors = (f)" ",

E Opérations

Propriété 9 : Opérations et classe

Soient f,g: I — R n fois dérivable (respec-
fivement de classe €") sur I, A€ R.
(i) f+g est n fois dérivable (respective-
ment de classe €") sur I et

(i) Af est nfois derivable (respectivement
de classe €") sur I et

(Af)(n) — /\f(n).

(i) Formule de Leibniz

f x g est n fois dérivable (respective-
ment de classe €") sur I et
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f

(iv) Signes’annule passur I, = est nfois dé-

rivable (respectivement de classe €")
sur 1.

(v] Sih:]J— R, tel que f(I) cJ est nfois dé-
rivable (respectivement de classe €")
sur J, fog est nfois dérivable (respecti-
vement de classe €") sur I.

Remarque 4

Le formule de Faa di Bruno (hors-
programme) donne une expression de
(fog)(n)'

Propriété 10 : Fonctions usuelles

Les fonctions usuelles exp, sin, cos, tan, In,
ch, sh, th, Arctan et polynomiales ou ration-
nelles sont de classe € sur leur ensemble
de définition.

Les fonctions Arcsin et Arccos sont de
classe € sur1—1,1][.

V- est de classe € sur R}.

Exercice 1

Calculer la dérivée ne de x — x*cosx et la
dérivée ne de x— e*cosx par deux méthodes.

B ¢*-difféomorphismes (HP)

Définition 5 : ¢*-difféomorphismes

f: 1 — J est un <¢*-difféomorphisme
lorsque

« f est bijective,

 f estde classe €~ sur I,

« f~lestde classe €* sur J.

Remarque 5

Un «¢°-difféomorphisme est un homéomor-
phisme.

Propriété 11 : Caractérisation des
difféomorphismes

Soit f:I— J bijective de classe €* avec
k>1.

Alors f est un €*-difféomorphisme (ie f!
est de classe €* sur J) siet seulementsi f' ne
s'annule pas sur 1.

Remarques 5

R1-— C’est donc la méme condition qui per-
met a f~! d'étre dérivable et quiluidonne
la méme classe que f!

R2 - Comme f’ est continue, sielle ne s’annule
pas, elle garde un signe constant et f est
strictement monotone, donc injective au-
fomatiqguement.

m Applications de la dériva-
bilité

Il Condition nécessaire d’extre-
mum local

Définition 6 : Exiremum local

Soit f: I—-R, ael.
(i) On dit que f admet un minimum (res-
pectivement maximum) local en a lors-
qu'il existe un voisinage V de a tel que

(respectivement

(i) On dit que f admet un minimum (res-
pectivement maximum) local strict en
a lorsqu'’il existe un voisinage V de a tel
que

(respectivement

On parle alors d'extremum local.
Lorsque V =R, on parle d'extremum glo-
bal.
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Remarque 6

Ainsi, f admet un minimum (respective-
ment maximum) local en a si et seulement si

In>0, Vxel, |x—al<n= fx) > f(a@)

(respectivement f(x) < f(a)).
si et seulement si

Je>0, VheR, a+helet|hl<e= f(a+h) > f(a)

(respectivement f(a+h) < f(a)).

Définition 7 : point critique

Sif:I1-R, ac T tel que f dérivable en
a. On dit que a est un point critique de f
lorsque

Propriété 12 : Condition nécessaire d’exire-
mum local

Soit f: I—R, ael tel que
H1
H2
H3
Alors a est un pont critique de f: f'(a) =0.

La réciproque est fausse.

Remarques 6

o
R1— a € I est indispensable! Par exemple

[0,1] — R
f: admet en 0 et 1 est des

X — X
exfrema globaux mais f/(0) = f'(1) #0.
R2— f:x— |x| admet un minimum global en 0
sans étre dérivable en 0.
R3— Les extrema sont & chercher parmi les

points intérieurs critiques et les points au
bord.
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E Théoreme de Rolle

Théoreme 2 :Théoréme de Rolle

Soient (a,b) e R* avec a<bet f: [a,b] — R.
Si

H1
H2
H3
Alors

Remarques 7

R1 - La conclusion s'écrit aussi
3t€l0,1[, f'(a+th)=0

oUh=b-a.

R2 — Interprétation cinématique : Si un mo-
bile M a une trajectoire rectiligne tel
que M(ty) = M(#;) alors il existe un instant
telty, [ tel que vy (t) =0.

B Théoreme des accroisse-
ments finis

Théoréme 3 :Théoréme des accroisse-

ments finis

Soient (a,b) e R? avec a< bet f: [a,b] — R.
Si
H1
H2

Alors

Remarques 8
R1- Le résultat s’écrit encore

3r€l0,1l, fb)=f(a)+b-a)f (a+tb—a))=0

ie fla+h) = f(a)+hf'(a+th) oU h=b-a.

R2 — Cerésultat généralise a priorile théoréme
de Rolle, mais y est en fait strictement
équivalent car on va utiliser ce théoréme
dans la preuve.
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ﬂ Inégalité des accroissements
finis

Théoreme 4 : Inégalité des accroissements

finis
Soient (a,b) e R? avec a<bet f: [a,b] — R.
Si
H1
H2
H3

Alors

Remarque 7

Lorsque f est de classe €' sur [a,b] et
Vxelabl, m< f'(x) <M, comme a< b, on peut
intégrer membre & membre I'inégalité entre a
et b et retrouver le résultat.

Définition 8 : Fonction lipschitzienne

Soit f:D—TR, keR.
f est dite k-lipschitzienne sur D lorsque

Lorsque k € [0,1[, on dit que f est contrac-
tante.

Remarque 8

Une fonction k-lipschitzienne est automati-
guement continue.

-
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Corollaire 1

Soit f: I-TR. Si
H1
H2
H3
Alors f est k-lipschitzienne sur I, c’est-a-
dire

vx,yel, |fx)-f|<k|x-y].

Remarques 9

R1— En particulier, si f est dérivable sur I, f est
lipschitzienne sur I si et seulement si f' est

bornée sur I.

R2— Si f est classe ¢!, on peut d nouveau
refrouver le résultat directement en inté-
grant |f'| < k entre x et y (attention &
I'ordre des bornes...)

B Variation des fonctions déri-
vables

Théoréme 5 : Variation des fonctions déri-

vables
Soit f: I - R, continue sur I, dérivable sur
I
(i) f est constante sur I si et seulement si

(i) f est croissante (respectivement
décroissante) sur I si et seule-
ment si (respectivement

) sur

(i) f eststrictement croissante (respective-
ment décroissante) sur I si et seulement
Si

Dérivation des fonctions numériques - page é sur 7


https://mp2i.lecontedelisle.re

J. Larochette

Remarque 9

Si f est définie sur D réunion d'inter-
valles, f'=0dit que f est constante sur chaque
intervalle, f’ > 0 dit que f est croissante sur
chaque intervalle...

LA CONSTANTE DEPEND DE L'INTER-
VALLE!

Exemple 3

f:x— est strictement croissante malgré
le fait que f'(0) = 0.

H Théoreme de la limite de la

dérivée
Théoréeme 6 : Théoréeme de la limite de la
dérivée
Soit f:I—-1R, aeltel que
H1
H2
H3
Alors
Donc

e sOit ¢ = +oo et €y admet une fangente
verticale en a,

e soit ¢ € R et f est dérivable en a,
f'(a)=¢ et [’ est continue en a.

Remarques 10

R1— Sif'n'apasdelimite en a, on ne peut pas
conclure.

Exemples 1

E1- f:x— x’sini prolongé par conti-
nuité par 0 en 0.

E2- f:x— xsinl prolongé par conti-
nuité par 0 en 0.

R2 - Il faut que f soit continue en a : par
exemple, f: x — 6y est dérivable sur R*
et fllx)=0 — 0 et pourtant f n'est pas

dérivable en 0.

R3— Ce théoreme donne aussi la confinuité
au point de la dérivée : et donc un carac-
tére localement €1.

m Breve

Version du 19 janvier 2023

Cependant, une fonction peut étre déri-
vable sans que la dérivée soit continue.
Donc ne pas pouvoir appliquer le théo-
reme de la limite de la dérivée ne signifie
pas que la fonction n'est pas dérivable !

R4 — A :on ne parle jamais de prolongement
de la dérivée (par continuité ou autre...)
Cerésultat indique que la fonction est dé-
rivable en a et donne la valeur de f'(a).

Exercice 2:Théoréme du prolongement ¢

Soit k e NU {+o0}, et f e €%\ {a}) telle que
vie[0,k], f? a une limite finie en a. Montrer
que le prolongement de f par continuité en a
est une fonction de classe ¢* sur I.

extension aux
fonctions a valeurs com-
plexes

Propriété 13: Parties réelle et imaginaire

de la dérivée

Soit f:1—C.

f est dérivable en a€ I (respectivement
sur I) sietseulement si Re f et Jm f le sont et
on a Re(f') =Re(N' et Im(f') =Tm(f)

Théoreme 7 :Inégalité des accroissements

finis
Si f:I1—C telle que
H1 f est continue sur I
H2 f est dérivable sur I

H3 on a keR* tel que |f’|<ksur?

Alors f est k-lipschitzienne sur I, c’esf-a-
dire Vx,x'el, |f(x)-fx")|<k|x—x

Remarques 11

R1—- Avec k = 0, on retrouve le fait que si

la dérivée est nulle sur I, la fonction est
constante sur I. Ce qui se prouve égale-
ment en passant par Re f et Im f.

R2- /\ Le théoréme de Rolle et I'égalité
des accroissements finis ne sont plus va-
lables dans C.
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