Dérivation des fonctions numériques

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel
contenant au moins deux points.

Propriété 3 : Caractérisation de la dérivabilité par la

dérivabilité a gauche et a droite

n 7 . B Siace } f est dérivable en asi et seulement si f est
Dérivabilite dérivable a gauche et a droite de a et fg(a) = f}(a.

On a alors fy(a) = f)(@) = f'(@)

n Nombre dérivé et fonction dérivée

c o -
n Dérivabilité en un point : quelques rappels . Opérations algébriques
Définition 1 Propriété 4 : Opérations sur les dérivées
Soit f: I — R, ae I. On dit que f est dérivable Sif,g:I-R, acl AeR
en a si et seulement si W a une limite finie (i) f+g dérivable en a et
lorsque x — a si et seulement si W a une (f+9'@=f'(a)+g (.
i [erselie (=0, af (i) fxg dérivable en a et
Cette limite est alors notée f'(a) ou — (a) et appe-
dx (fx @)@ = @@+ f@g (@.

lée nombre dérivé de f en a.

] (i) Af dérivable en a et
Lorsqu’elle existe, on a donc

(@) = lim f)-fla ~ lim f(a+h)—f(a).
X—a x-a h—0 h

AN (@) =Af(a).

(iv) Si g ne s'annule pas, g est dérivable en a et

Y, fllaga-flag ()
=| (a) = > .
g (g(a)

Propriété 1 : Caractérisation par développement li-

mité a l'ordre 1

f est dérivable en asi et seulement s'il existe ¢ € R, n
tel que Composition

fx) =f(a)+[(x—a)+xga(x—a)

Propriété 5 : Dérivée d’'une composée

oU o (x—a) signifie (x— a)e(x) avec e(x) 0 (on
x—a x—a ) A

parle de développement limité a I'ordre 1). Soient I,J sont des intervalles, f: I—-Retg: - R
Dans ce cas, f'(a)=¢. telque f(h<cjetacel

Si f estdérivable en aet gest dérivable en b= f(a),
alors go f est dérivable en a et

(gof)@=f@xgofla.

Propriété 2 : dérivable — continue

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

La réciproque est fausse. ﬂ Dérivée d'une réciproque

Théoréme 1 : Dérivée d’une réciproque en un point

n Dérivabilité & gauche, a droite Si I,] intervalles, f: 1 — J bijective, continue sur I
et ae I tel que f est dérivable en a.
Alors f~1 est dérivable en b = f(a) si et seulement

si f'(a)=f'(f~1(») #0 et alors

Définition 2 : Dérivabilité a gauche, a droite

Sif: I—-R, ael. f est dite dérivable a gauche (res-

_iW 1 1
pectivement & droite) de a lorsque % admet (f 1) (b) = @ D)
une limite d gauche (respectivement & droite) de a,
notée fg(a) (respectivement f)(a). Si f'(a) = 0, alors le graphe de f admet une tan-

gente verticale en b= f(a).
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E Fonction dérivée

Définition 3 : Fonction dérivée

Soit f: I—R. f est dite dérivable sur I lorsque f est
dérivable en tout ae 1.
On définit alors la fonction dérivée

feppdf ) — R
dx X — f/(x)

Les propriétés de dérivation de somme, produit, com-
binaison linéaire quotient par une fonction jamais nulle
de fonctions dérivable s'étendent naturellement aux
fonctions dérivables sur un intervalle.

s .

Propriété 6 : Opérations

Si f,g: I— R dérivablessur I, 1€ R,
(i) f+g fxg Af sont dérivables sur I et
(f+8) =f'+g. (fe) =f'g+rg. Afn =Af".
f

(i) Si g ne s’annule pas sur I, P dérivable sur I et
(1)’ _r'g-rg
g g?

(i) Si h:J— R dérivable sur J tel que f) < J, alors
ho f est dérivable et (ho f) = f'x h'o f.

Propriété 7 : Dérivée d’une réciproque

Si f:I— J bijective et dérivable sur I, alors f~1 est
dérivable sur {f(x) ; xe et f'(x) #0} et (f71)' =

f’of*l'

m Dérivées successives et classe d’'une
fonction

n Définition

Définition 4 : Classe ¢*

Soit f:I1—R, neN.

« Lorsque f est dérivable n fois, note ™ sa
dérivée ne tel que fO = f et pour tout k,
F+D 2 (f(k)]’.

+ SikelN, f est de classe €* sur I lorsque f est k
fois dérivable et f¥ est continue sur I.

On note €% I'ensemble des fonctions de
classe €% sur I.

o f est de classe € sur I lorsque f est de classe
€* pour tout ke IN, c'est-d-dire lorsque f estin-
définiment dérivable.

On note €°°(I) I'ensemble des fonctions de
classe € sur I.
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Propriété 8 : Caractérisation avec la dérivée

Sin>1, festnfois dérivable (respectivement de
classe €") si et seulement si f dérivable et f’ est n—1
fois dérivable (respectivement de classe €"1).

Alors 7 = (f1)"7V.

E Opérations

Propriété 9 : Opérations et classe

Soient f,g: I — R nfois dérivable (respectivement
de classe €") sur I, A€ R.

(i) f+g est n fois dérivable (respectivement de
classe €") sur I et

(f+g)(”) — f(n) +g(n)_

(i) Af est nfois dérivable (respectivement de classe
€") sur I et
(lf)(n) _ ﬂf(").
(i) Formule de Leibniz
f x g est n fois dérivable (respectivement de
classe €") sur I et

n

Fxg®=Y (’I:)f(k)g(n—k)_

k=0

f

(iv) Si g ne s’annule pas sur I, P est n fois dérivable
(respectivement de classe €") sur I.

(v) Si h:J— TR, tel que f(I) < J est n fois dérivable
(respectivement de classe €") sur J, fog est n
fois dérivable (respectivement de classe €") sur

‘ t\‘

Propriété 10 : Fonctions usuelles

Les fonctions usuelles exp, sin, cos, tan, In, ch, sh, th,
Arctan et polynomiales ou rationnelles sont de classe
€ sur leur ensemble de définition.

Les fonctions Arcsin ef Arccos sont de classe €°° sur
1-1,1L

V- est de classe € sur RY.
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H ¢*-difféomorphismes (HP) E Théoréme de Rolle

Définition 5 : ¢*-difféomorphismes Théoréeme 2 :Théoréme de Rolle
f: I—J est un €*-difféomorphisme lorsque Soient (a,b) e R? avec a<b et f: [a,b] — R. Si
- [ estbijective, H1 f est continue sur [a, b]

« f estde classe €* sur 1,

« f1estde classe € sur J. H2 f est dérivable surla, bl

H3 f(a)=fb)
Alors 3cela,bl, f'(c)=0.

Propriété 11 : Caractérisation

difféomorphismes

Soit f:1— J bijective de classe ¢* avec k>1. n Théoréme des accroissements finis
Alors f est un €k-difféomorphisme (ie f~! est de

classe €* sur J) si et seulement si f' ne s’annule pas
sur 1.

Théoréme 3 :Théoréme des accroissements finis

Soient (a,b) e R? avec a<b et f: [a,b] — R. Si
H1 f est confinue sur [a, b)

m Applications de la dérivabilité H2 f est dérivable surla, bl

Alors
f) - fla

eelabl, fle)=——

n Condition nécessaire d’exiremum local

Définition 6 : Extremum local

Soit f: I—R, acl.

RS e et (L U W Sl n Inégalité des accroissements finis
ment maximum) local en a lorsqu'’il existe un voi-

sinage V de a tel que

ie f(b) = f(a)+(b—-a)f' ().

Théoréme 4 : Inégalité des accroissements finis

VxelnV, f(x)=f(a)
Soient (a,b) e R? avec a<b et f: [a,b] — R. Si

H1 f est continue sur [a, b
H2 f est dérivable sur la, bl

(respectivement f(x) < f(a)).

(i) On dit que f admet un minimum (respective-
ment maximum) local strict en a lorsqu’il existe
un voisinage V de a tel que H3 3m,MeR, Vxela,bl, m< fl(x) <M

—a) < = < -a).
vxelnV, f0)> f@ Alors m(b—a) < f(b)— f(a) < M(b-a)

(respectivement f(x) < f(a)).

Définition 8 : Fonction lipschitzienne
Lorsque V =R, on parle d’extremum global. Soit f:D—R, ke R.

On parle alors d'extremum local.

f est dite k-lipschitzienne sur D lorsque

Définition 7 : point critique Vx,yeD, |fx)-fm|<klx-y].

Sifil—=R, ac cI> tel que f dérivable en a. On dit Lorsque k€ [0,1[, on dit que f est contractante.
que a est un point critique de f lorsque f’(a) = 0.

Propriété 12 : Condition nécessaire d’exiremum lo- Corollaire 1

cal Soit f: I—TR. Si
Soit f: I—=TR, ael tel que H1 f est confinue sur I
H1 acl H2 f est dérivable sur I
H2 f est dérivable en a H3 JkeR, VxE;, f’(x)| <k
H3 f admet un extremum localen a Alors f est k-lipschitzienne sur I, c’est-a-dire

Alors a est un pont critique de f: f'(a) = 0.

. . Vxyel, - <klx-y|.
La réciproque est fausse. xyel, [f)-fo]<klx-y|
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H Variation des fonctions dérivables

Théoréme 5 : Variation des fonctions dérivables

o
Soit f: I — 1R, continue sur I, dérivable sur I.

(i) f estconstante sur I si et seulementsi f'=0sur I.

(i) f est croissante (respectivement décroissante)
sur I si et seulement si f' > 0 (respectivement

f'<o)surL

(iii) f est strictement croissante (respectivement dé-
croissante) sur I si et seulement si f' >0 (respec-

tivement f’ <o) sur Tet {xe? ‘ fx) :0} ne conti-

nent aucun intervalle d’intérieur non vide ie f’
ne s'annule qu'en des points isolés.

n Théoréme de la limite de la dérivée

Théoréme 6 : Théoréeme de la limite de la dérivée

Soit f:I1—TR, ac I tel que
H1 f est dérivable sur I\{a}
H2 f est confinue en a
H3 /') — (eR

Alors w [/
—a x—a
Donc
* sOif £ = +o0 et €y admet une tangente verticale
en a,

e soit ¢ e R et f est dérivable en a, f'(a)= "¢ et f’
est continue en a.

m Breve extension aux fonctions a va-
leurs complexes

Héritée directement des propriétés sur les limites, on a :

Propriété 13 : Parlies réelle et imaginaire de la déri-

vée
Soit f:1—C.
f estdérivable en ae I (respectivement sur I) si et

seulement si Re f et Jm f le sont et on a Re (') = Re(H’
et Jm(f') = Im(p)’

Théoréme 7 : Inégalité des accroissements finis

Si f:1—C telle que
H1 f est confinue sur I

H2 f est dérivable sur I

H3 on a keR* tel que |f’|<ksurcf

Alors f est k-lipschitzienne sur I, c'est-a-dire
vx,x'el, |f(x)-f(x)| <k|x-x].
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