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Le but du probléme est de construire une fonction continue sur R mais dérivable en
aucun point de R. |.] désigne la partie entiere.
On considere la fonction f définie sur R par

VxeR, f(x)= x—Z[X—HH

2

1. Etude de f.
1.a) Montrer que f est 2-périodique.
1.b) Exprimer f sur I'intervalle [0,2].
1.c) Montrer que f est majorée par 1.
1.d) Représenter graphiquement la fonction f.
1.e) Montrer que f est confinue sur R.
2. Pour tout entier naturel k, on considére la fonction f, définie sur R par

VxeR, fi(x)= zikf(zkx)

Pour tout entier naturel n, on considére également la fonction S, définie sur R par

VxeR,S,(x)= > filx)
k=0

2.a) Construire sur un méme graphique les courbes représentatives de f, fi, f>

restreintes a l'intervalle [0,2].
. . . i j+1

2.b) Montrer que pourtout entier naturel k, f;. est affine surtoutintervalle [2]7’ ]z—k}
ou jeZ, et préciser la pente.

2.c) Soit x unréel. Montrer que la suite (S,(x)), est convergente.

On note S(x) sa limite qu’on ne cherchera pas d calculer.
1-2"
n

2.d) Soit(n, p)eN? tel que p > n. Soit x unréel. Montrer que |S,(x)—S,(x)| <

1
2.e) Montrer que pour tout x eR et tout n€ NN, |S(x)—S,(x)| < o

2.f) Montrer que pour tout (x, x,) € R? et tout neN,

1S(x) = S(x0)l < 18(x) = S, (x)] + 1S, (x) = S, (x0)] + 1S, (x0) — S(x0)

2.g) En déduire que S est continue sur R.
[2" x| of ' = [2"x]+1
2n " 2n
3.a) Montrer que x, < x < x; et que les suites (x,), et (x;)n convergent vers x.

3. Soit x unréel et n un entier naturel. On pose x,, =
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3.b) Montrer que, pour tout entier k> n, f;(x,) = fi(x/)=0
3.c) Montrer que si(n,N)eN telsque N>n

Su() = Su(x) = > (fe (%)) fi (x,))
k=0

3.d) On pose
D, = S(x/)—S(x,)
X! — X,

Montrer qu'il existe des entiers ¢, , valant £1 tels que

n
Dn = E Ekon-
k=0

Indication : on utilisera la question 2.b.
3.e) Monftrer que la suite (D,), est divergente.

4. On suppose que la fonction S est dérivable en x. On conserve les notations de

la question précédente.
x' —x

Pour tout nelN, on pose a,, =

Xh—Xxp
4.a) Soit n e N. Justifier que a,, est bien défini et que «a,, €]0,1]
S(x;)—S(x)

—
X, —X

4.b) Montrer que la suite (an( —S’(x))) converge vers 0.

4.c) Montrer que

S(xy’L)—S(x)
—-

x/ —
n

S(xn)_s(x) _S/(x))
X

=

Dn—S’(x)=an( S'(x))+(1—an)(

4.d) Montrer que la suite (D, —S'(x)), converge vers 0.
4.e) Trouver une contradiction et conclure.

FIN DE L'ENONCE
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