MP2I Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
Convexite

e Désormais, pour démontrer des inégalités, il faudra aussi penser & la convexité.

e En général (et heureusement), les fonctions rencontrées sont dérivables voire deux fois
dérivables. La monotonie de f’ ou le signe de f” permet alors de conclure plus facilement
sur la convexité ou la concavité de f.

e La définition et les caractérisations de la convexité sont alors utilisées comme consé-
quences de celle-ci. Y penser pour les résultats plus théoriques en particulier.

e Parfois, le plus difficile est de reconnditre une inégalité de convexité. Penser par exemple
a utiliser In si I'inégalité se présente sous forme de produit.

Exercices vus en cours

@ Montrer qu’une fonction convexe sur I est admet en chaque point de [ une déri-

vée & gauche et une dérivée & droite et en déduire que f est continue sur I. Est-ce le
cassurle

@ Etudier la convexité de exp, In, ¢ — ¢ sur R*, sin, tan.

@ Montrer les inégalités suivantes

1. Inégalité arithmético-géométrique : pour tout x,,..., x, R},

. 1
Qu'obtient-on en remplacant x; par ~ 2

1

2. Vx>—1, In(1+x)< x.
3. VxeR, e*>1+x.

s 2
4, Vxe[o,f], —x <sinx < x.
2 T

Fonctions convexes

@ Soient I intervalle de R, f,g : — R telsque f>0, g>0, f et g ont méme mono-
fonie et f et g sont convexes sur I. Montrer que fg est convexe sur I.
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@ 1. Montrer que la composée (a gauche) d'une fonction convexe par une fonction
convexe croissante est convexe.

2. Montrer gu’une fonction & valeurs dans R} dont la composée avec In (d gauche)
est convexe (on parle de fonction log-convexe) est une fonction convexe.

@ Soit f : I — R une application continue strictement décroissante et convexe. Etudier
la convexité de la fonction f=1: f(I)— 1.

Inégalité de Bernoulli Montrer que VnelN, Vx>0, x"'—(n+1)x+n>0.

B Montrer que V(x,y)€]l,+oo[> on a : In x;y >4/InxIny.
@ Soit f de [0,1] dans R deux fois dérivable telle que f” <1. Montrer que

ro-2f (5 )+ sw<y.

m Montrer que parmi les polygones convexes inscrits dans un cercle donné, les
polygones réguliers ont un périmeétre maximal.

@ Soit f : R— R convexe et majorée. Montrer que f est constante. (On pourra
raisonner par I'absurde.) Le résultat est-il vrai si f définie sur R* 2

@ Soit f définie sur R* convexe, croissante, non constante. Montrer que f(x) —— +co.
X—+00

n 1/n n 1/n
@ Etablir que V n e IN*, Y X1, X5, ..., X, €RY, 1+(1—[xk) <(l_[(1+xk)) .
k=1

k=1
En déduire, pour tout n e N*, ay,ay,...,a,, by, by,..., b, €R],

n 1/n n 1/n n
(nak) +(l_[bk) <(n(ak+bk))
k=1 k=1 k=1

1/n

m Montrer que si f est une fonction convexe et dérivable sur I, alors f’ est continue

sur I.
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@ Fonctions mid-convexes

Une fonction est dite mid-convexe sur un intervalle I si pour tout (x, y) e I?,

1
1(52) < 30w+ rm).

Montrer que, si f est continue, f est convexe si et seulement si elle est mid-convexe.
(On pourra commencer par montrer que I'ensemble

Alx,y)={r€l01]| flex+1—0)y)<tf(x)+1-0)f(n)}

. k
contient tous les 27"')

Soit f : Rf — R convexe.

1. Montrer que x — % tfend vers une limite ou +o0 en +oo.
2. Montrer que si @ —m»é € R, alors x — f(x)—£x tend vers une limite finie ou —co

en +o00.
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