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Arithmétique dans Z

n Divisibilité et division eucli- m Diviseurs communs

dienne

II Multiples et diviseurs

Définition 1

Sia,be 7, ondit que b divise a ou que a estun
multiple de b, et on note bla lorsque I'on a ke Z
tel que a = kb.

L'ensemble des multiples de b est noté bZ.

Si alb et bla, a et b sont dit associés.

Propriétés 1
Soient a,b,c,d, k, ¢ € Z.
(i) Larelation | est transitive et réflexive sur Z.

(i) a et bsont associés
si et seulement si |al = |b|
si et seulement si a=+b.

(i) bla=> blac

(iv) blaetblc = b|(ka+ £fc)
(v) blaetd|c= bd|ac
(vi) bla=VYneNN, b"|a"

E Division euclidienne

Théoréme 1 : Division euclidienne dans Z

Soient ae 7, be IN*. Il existe un unique couple
(q,r) € Z? tel que
a=bg+r
0<r<b

q est le quotient et r est le reste de la division
euclidienne de a par b.

Propriété 1 : caractérisation de la divisibilité

par le reste

Soient a€ Z, b e N*. bla si et seulement si le
reste de la division euclidienne de a par b est
nul.

Il Définition

Définition — Propriété 1:PGCD

Soient a,be IN dont I'un au moins est non nul.
Alors I'ensemble des diviseurs (positifs) communs
d a et b admet un plus grand élément, appelé
pgcd de a et de b, noté anb.

Par convention, on pose 0A0=0.

E Algorithme d’Euclide

Propriété 2 : Propriété d’Euclide

Si(a,b) e IN?, ke N, alors les diviseurs communs
a a et b sont les diviseurs communs d a—bk et b,
et en particulier anb = (a—bq) A b.

Propriété 3 : Algorithme d’Euclide

Soient (a, b) e IN?\ {(0,0)}.
On effectue les divisions euclidiennes suc-
cessives

a:bq1+r1
b=r1q2+r2

r=r2qz+rs

VK, Tk1=Tkqie1+ Tkl
aveCc 0 < riy1 < Tk

(en notant a=r_; et b=ry).
Le procédé s'arréte et le dernier reste non
nul vaut an b.

Implémentations itérative et récursive en

@ Python et (¥ Ocaml

1 def pgcd_rec(a, b): @ Python
2 """renvoie le pgcd des entiers mnaturels

3 aet b"""

4 if b == 0:

5 return a

6 else:

7 return pged_rec(b, a % b)
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1 let rec pgcd a b =

2 match b with

3 | 0 > a

4 | _ -> pged b (a mod b)
5

6

3

pged : int -> int -> int = <fun>

Algorithme récursif efficace (terminal) car par
de retour nécessaire sur la pile d'évaluation!

1 def pgcd(a, b): @ Python
2 """renvoie le pgcd des entiers naturels

3 aet b"""

4 while b != 0:

5 a, b=b,al%b

6 return b

w OCaml

let pgcd a b =

1

2 let r = ref a in

3 let rl = ref b in

4 while !rl <> 0 do

5 let temp = !r in

6 r := Irl;

7 rl := temp mod !ri
8 done;

9

'r;;

S

pged : int -> int -> int = <fun>

Invariont de sortie du k& tour de boucle, a
contient r_; et b contient r.

B Relation de Bézout

Propriété 4 : Relation de Bézout

Si (a,b) e N?, on peut trouver (u, v) € Z2 tels que
au+bv=aAnbh.

Algorithme d’'Euclide étendu en @ Python et (¥
Ocaml :

@ Python

renvoie un triplet (d, u, v) ou
d = pgcd(a, b) et au + bv = 4"""
if b == 0:
return a, 1, 0
else:

def euclide_rec(a, b):

nnn

q, r = divmod(a, b)
d, u, v = euclide_rec(b, r)
return d, v, u - q * v
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o OCaml

let rec euclide a b =

1

2 match b with

3 | 0 ->a, 1, 0

4 [

5 let g =a /b in

6 let r = a mod b in

7 let d, u, v = euclide b r in
8 d, v, u-q=x*v

9 55

10 euclide:

1 int -> int -> int * int * int = <fun>

ﬂ Caractérisation du pgcd

Propriété 5 : Caractérisation du pgcd
Soient (a,b) e N2, d e Z.
delN

dlaetd|b
Vd eZ, dlaetd'|b=d'|d

d=aNb<—

Ainsi, an b est le plus grand diviseur commun au
sens de ['ordre | également.

Corollaire 1

Les diviseurs communs a a et b sont les divi-
seurs de anb.

Propriété 6 : Factorisation dans un pgcd
Soient (a,b) e N?, ce IN, alors

(ca) A (cb)=clanb).

H Extension aux entiers relatifs

Définition 2 : pgcd dans Z

Si (a, b) € Z?, alors on pose anb=|alA|bl.
Il s'agit du plus grand diviseur commun d a
etdab.

Propriété 7

(i) Les diviseurs communs & a et b sont les divi-
seursde anb.

(i) Si a=bg+r (pas nécessairement une divi-
sion euclidienne), anb=bAr.

(i) Ona u,veZtelsque au+bv=anb.
(iv) SiceZ, A (ca) A (cb) =|c|(anDb).
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H Extension a plus de deux en-

tiers

Définition 3 : pgcd de plus de deux entiers

Soient (a1,...,an) € 7" On note
n

arNazA---ANa, = [\ ax le plus grand diviseur
k=1

commun 4 aj,as,...,a, S'il sont non tous nuls, 0

sinon.

Propriété 8 : Associativité du pgcd

Siab,ce?,
anbnanc=(anb)Ac=an(bAc).

Plus généralement, les diviseurs communs a

n
a,...,an sont les diviseurs de \ ay et
k=1

aiNaN---Nap=(@ Nax \---N\auy-1) A ay.

Propriété 9 : Relation de Bézout

Ona w,...,u, €Ztels que

n

aruy + -+ apliy = )\ ag.
k=1

m Nombres premiers entre
eux

Il Definition

Définition 4 : Nombres premiers entre eux

(a,b) € Z? sont dits premiers entre eux lorsque
anb=1,

c'est-a-dire lorsque le seul diviseur positif com-
mun a a et b est 1.

E Propriétés

Théoréme 2 :Théoréme de Bézout

anb=1<—3u,veZ, au+bv=1

Version du 5 février 2023

Propriété 10
Si(a,b)eZ? d=anb. Ona (d,b)eZ? tel que
delN
a=da
b=db'

anb =1

Propriété 11

anbc=1<—=anb=1letanc=1

B Lemme de GauB3 et applica-
fions

Théoréme 3 :lLemme de GauB

Si albcet anb=1,alors alc.

Corollaire 2

Sianb=1tels que alc et blc, alors abc.

Corollaire 3 : Fractions irréductibles

Tout nombre rationnel r € Q s'écrit de ma-
niére unique sous la forme P qvec peZ, qeIN*
q

etpang=1.

fg Méthode : résolution des équations dio-
phantiennes ax+by=c

oU a,b,c € Z* sont fixés, on cherche les solutions
entieres.
On a facilement qu'il y a des solutions si et seule-

ment si

Lorsque c'estle cas, on peut trouver une solution
particuliere (xg, yo) avec I'algorithme d’Euclide par
exemple.

Alors, si (x,y) solution , ax + by = axo + byg puis
a(x — xg) = b(yp —y) donc a'(x - xg) = b'(yg — y) avec
a Ab'=1en divisant par d.

Parlemme de GauB, ona ke Z telque x = xo+b'k
puis en réinjectant y = yg — d'k.

On vérifie enfin que la réciproque étant vraie.
Ensemble des solutions :

{xo+b'k,yo—d'k) | ke Z}.
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Propriété 15 : Caractérisation du ppcm

Vd V4 ° ° AN I 2
4 Généralisation & plus de deux Soient (a,b) € (N)%, meZ.

entiers meNN

m=aVvb<<{ almetblm

Définition 5 VYm' eZ, alm'etbm = m|\m’
a,...,a, sont dits premiers entre eux dans leur
ensemble lorsque /”\ ar = 1, c'est-a-dire que le Ainsi, av b estle,plus plu§ petit multiple commun
k=1 >0 qu sens de I'ordre | également.
seul diviseur positif commun & tous les ay est 1.
a,...,a, sont dits premiers entre eux deux a
deuxlorsque Vi#j, a;naj=1.

Corollaire 4

Les multiples communs & a et b sont les mul-
fiples de av b.

Propriété 12

Premiers entre eux deux G deux = pre-
miers entre eux dans leur ensemble, mais la ré-

ciproque est fausse pour plus de deux entiers. ”_p
Propriéte 16

Sia,b,ceNN, (ca)V (ch)=c(aV b).

Propriété 13 :Théoréme de Bézout

ai,...,a, sont premiers enfre eux dans leur en- E Li | d
semble si et seulement sion a uy,...,u, € Z tels \en avec 1e pgc

que ajuy +---+ayu, = 1.

Propriété 17

Sia,beNN,
Propriété 14 (anb)(avb)=ab.
Si ai,...,a, sont premiers entre eux deux & En particulier, sianb=1,

deux et divisent ¢, alors a; --- a,|c.
aVv b= ab.

m Multiples communs

B Extension aux entiers relatifs

Il Définition et caractérisation Définition 6

du ppcm Si (a,b) € Z?, alors on pose av b= lal v |b|.
II's’agit du plus petit multiple commun >0 de
a et b s'ils sont non nuls.

Définition — Propriété 2 : PPCM

Soient a,be IN*. AlorsI'ensemble des multiples
strictement positifs communs d a et b admet un
plus petit élément, appelé ppcm de a et de b,
noté av b.

On pose, de plus, avo=0vb=0v0=0.

Propriété 18

(i) SiceZ, A (ca) v (cb) =|c|(aV D).
(i) /\ (anb)avb)=]|abl.
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ﬂ Nombres premiers

Il Définition

Définition 7 : Nombre premier

Un nombre premier est un entier naturel p > 2
dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p.

On notera 2 I'ensemble des nombres pre-
miers.

E Propriétés

Propriété 19

Tout entier ¢ {0,+1} possede un diviseur pre-
mier.

Propriété 20

L'ensemble des nombres premiers est infini.

Propriété 21

Sipe? et neZ, soit pln, soit pAn=1.

Propriété 22

Soient pe @ et ay,...,a, €.
pllay x --- x ap) si et seulement si p divise I'un
des ay.

B Décomposition primaire et
valuations p-adiques

Théoréme 4 : Décomposition primaire

Soit n e Z*. On peut trouver ke N, py,...,pk
premiers deux a deux distincts, ay,...,a; € IN* tels
que

n= ipixlpgngk
appelée décomposition primaire de n.

De plus, cette écriture est unique a I'ordre
des facteurs pres.

p1,..., pr Sont les diviseurs premiers de n.

Version du 5 février 2023

Propriété 23
Soient n,meZ*, pe .
(i) vp(n)#0 < pln
(i) vp(nxm)=vp(n)+uv,(m)
(i) nim<<=VpeP, vy(n) <vy(m)

(iv) vp(n A m) = min(vy(n), v,(m))et
vp(nv m) =max(v,(n), vy,(m))

Propriété 24

Sia=xpi'py?---pfetb= ipllpfz-'-pf" avec
des exposants éventuellement nuls et chaque
pi premier, alors

anb= p;nlﬂ(al,ﬁl)pglm(az'ﬁz) . p;cnm(ak,ﬁk)
ef
avib— pflnax(ahﬁﬂp;nax(az,ﬁz) . pIkHaX(Ctk,ﬁk).

m Congruences

Il Définition (rappel)

Définition 8 : Congruence

Soit n e N*. On dit que a,b € Z sont congrus
modulo n et on note a=b [n] lorsque

nl|(a—b)

ie lorsqu'il existe ke Z tel que a=b+ kn.

E Propriétés

Propriété 25

VYaeZ, lreo,n-1], a=r [nl.

r est le reste de la division euclidienne de k
par n.

'y a donc exactement n classes d'équiva-
lences:0,1,...,n—1.

Propriété 26

nlk<= k=0 [n]
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Propriété 27 : Compatibilité de + et x

Soient neIN* et a,b,c,d € Z tels que a=b [n] ﬂ Critéres de divisibilité
etc=d [n].
olors[ ] Si ap, ..., ay sont les chiffres de n en base 10,
a+c=b+d [n] n=ag+ay x 10+ +a x 10,
ef

axc=bxd [n]. Vielo,k], a;e[0,9].

L. . Divisibilité par 2 : 107 =0 [2] donc
Plus genéralement, si me N,

a™=p™" [n]. G|n©2|a0@a0€{0,2,4,6,89

Divisibilité par 3: 10/ =1 [3] donc

Propriété 28

. k
Soit ¢ #0. 3jn<3 Zﬂi
(i) ac=bc [ncl=>a=b [n]. i=0

(i) Sicann=1alors ac=bc [nl=a=b [n]. . . ‘
Divisibilité par 4 : 10/ =102 x100=10"2x0=0 [4] i i > 2
donc

B Petit théoreme de Fermat 4in <> 4larag

10

] ] Divisibilité par 5: 10i =0 [5] si i >1 donc
Soit p un nombre premier et ke [[1, p—1]. Alors

p
P|(k)- C5|n<:>5|a0<:>aoe{0,SD

, s A Divisibilité par 8 : 107 =103 x1000=101"3x0=0 [8] i i >3
Théoreme 5 : Petit théoreme de Fermat donc P ) * [6] si 2

it n nombre premier et a € Z. .
Soit p un nombre premier et a G|n<:>8|ﬂ2611(l010)

a’=a [p]. .
Divisibilité par 9: 10’ =1 [9] donc
En particulier, si p fa, alors a?~1=1 [p].

Divisibilité par 11 : 10/ =-1 [11] donc

(lllru:» 11{(ap — ;1 +a2_...))
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