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Analyse asymptotique

Les développements limités sont les principaux outils du calcul asymptotique. Afin d'en disposer au plus tét, on traitera en premier
lieu les fonctions. Les étudiants doivent connaitre les développements limités usuels et savoir mener a bien rapidement des calculs
asymptotiques simples. En revanche, les situations dont la gestion manuelle ne releverait que de la technicité seront traitées a I'aide

d’outils logiciels.

Cette section permet de revenir sur la problématique de la vitesse de convergence introduite au premier semestre lors de I'étude

des fonctions de variable réelle.

Contenus

Capacités & commentaires

Développements limités

Développement limité al'ordre n d'une fonction en un point. Uni-
cité des coefficients, troncature.

Développement limité en 0 d'une fonction paire, impaire.
Caractérisation de la dérivabilité par I'existence d'un dévelop-
pement limité & 'ordre 1.

Opérations surles développements limités : combinaison linéaire,
produit, quotient.

Primitivation d'un développement limité.

Formule de Taylor-Young : pour f de classe €", développement
limité & I'ordre nen 0 de h— f(a+ h).

Développement limité & tout ordre en 0 de exp, sin, cos, sh, ch,
x—In(1+x), x— = x— (1+x)%, Arctan.
Développement limité a I'ordre 3 en 0 de tan.

Application des développements limités a I'étude locale d'une
fonction.

Condition nécessaire, condition suffisante a I'ordre 2 pour un ex-
tremum local en un point intérieur.

Le développement limité a I'ordre n de f en a peut se ramener
d celuide h— f(a+h) en0.
Signe de f au voisinage de a.

On privilégie la factorisation par le terme prépondérant pour pré-
voir I'ordre d'un développement.

Les étudiants doivent savoir déterminer sur des exemples simples
le développement limité d'une composée, mais aucun résultat
général n'est exigible.

Calculs d'équivalents et de limites, position relative d'une
courbe et de sa tangente, détermination d'asymptotes.

Problémes d’'analyse asymptotique

Exemples de développements asymptotiques, dans les cadres
discret et continu : fonctions réciproques, équations & para-
métre, suites récurrentes, suites d'intégrales.

Formule de Stirling. Traduction comme développement asymp-
totique de In(n!).

La notion d'échelle de comparaison est hors programme.

La démonstration n'est pas exigible.
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Dans tout le chapitre, K désigne indifféremment R ou C.

“ Développements limités

Il Définition

Définition 1

Soit f:I—-K, aeR élément ou borne de 1.
On dit que f admet un développement limité d'ordre n en a (abrégé en DL,(a)) lorsque I'on a
(ag,...,an) € K™ tels que
f(x)=fzo+al(x—a)+---+an(x—a)"+x9a[(x—a)”)

partie réguliere
fla+h)= ao+a1h+-~-+anh”+h0 (h™)
—0

ie on a une fonction ¢ telle que e(h) — 0 et

fla+h)=ap+arh+---+a,h" +h"e(h)

Remarques 1
R1— Quitte a poser x=a+h c'est-a-dire h=x—a, un DL, (a) peut toujours se ramener a un DL, (0).
R2— Les termes sont toujours écrits par négligeabilité croissante :

ap > hh>> h2h>> o> A" > o(h")

-0 h—0 -0
On rappelle au passage que sin>p, h' = L2 0(hp).
R3 - Cela permet d’avoir des renseignements sur le comportement local de f, au voisinage de a. Cela ne dit

absolument rien sur le comportement global de la fonction.
R4 — On parle aussi de développement limité fort lorsque I'on a une expression de le forme

_ n n+l
fla+h) =ag+aih+-+anh +h90(h )

Comme pour toute constante ¢, ch™*! +h00(hn) = hoo(h”“), il suffit de posséder un DL & I'ordre n+1 pour

posséder un DL fort & I'ordre n.
Cela nous sera peu utile pour le moment, mais sera un précieux atout pour I'étude des séries en fin d'année
et I'an prochain.

Exemples 1
x? x?
2
E1- cosx—1 ~ —= donccosx=1-=—+ o (x*)estun DLy(0) de cos.
x—0 2 2 x—0
H n 1 X n 1 n n
E2- Silx|<l, 1+x+-+x"=— - ——x"donC —— =1+x+---+x"+ x x'".
l-x 1-x 1-x 1-x
——
—;0
x—0
S —
= oo(x")

A connaitre parfaitement : les DL, (0)

1
——=l+x+x°++x"+ o (x")
=53 x—0

1
——=1-x+x2+-+(=D"x"+ o (x")
1+x x—0
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Figure 1 — f:x— ﬁ et ses approximations aux ordres 0, 1 et 2

E3—- DL,(2) de l.
X

E Unicité et froncature

Propriété 1

(i) Si f admet un DL, (a) avec au moins un terme non nul dans la partie réguliere, alors f est équivalente
en a au premier terme non nul de celle-ci.

(i) Si f admet un DL,(a), les ccefficients de celui-ci sont uniques.
(i) Si f admet un DL, (a), alors pour tout p < n, f admet un DL,(a) de mémes coefficients.

Démonstration
(i) Sile premier terme non nul en celui de degré iy, alors on peut écrire
fla+h)=a; h' + hﬂﬂ(hio)
avec a;, #0 donc f(a+h) o aj,h™ donc f(x) o g (X aybo.
(i) Sifla+h) =ap+arh+---+anh™+0(h")=bo+bih+---+byh™+0(h") alors
(ao — bo) + (a1 —b1)h+---+ (an—bp)h" = h"e(h)

avec e(h) — 0.
h—0

En faisiant h — 0, on obtient ag = by et donc (aj —by)+---+(an—bp) W1 = K" 1e(h). Et ainsi de suite, par récurrence
finie, on obtient que a; = b; pour tout i € [0, n].

(i) aps1hP*+--+aph™ +0(h") =o0(hP) et unicité du DL. O

B Parité

Propriété 2

Si f est paire, respectivement impaire, les DL, (0) de f n’ont que des termes de degrés pairs, respecti-
vement impairs.
(Plus exactement, les autres termes sont nuls).

Analyse asymptofique - page 4 sur 14
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Remarque 1
Ce n'est valable qu’en 0 et la réciproque est fausse.

Démonstration

Unicité du DL en développant f(x) et f(-x) au voisinage de 0.

Remarque 2:importante!

Si f est paire, les DLy, (0) et DLy,,+1(0) de f ont méme partie réguliere.
Il suffit de changer o (x2") en o (x?"*1).

H Primitivation

Propriété 3 : Primitivation de DL

Soit f:I— R admettant un DL,(a) avec a€ I
f@)=ap+-+ay(x-a)"+o((x—a)")

Toute primitive F de f sur I admet un DL;,41(a)

_ _ a2, Gn il _ o+l
F(x)=| F(a) |+ ap(x A+ (x=a) 4t (- a) +o((x—a)"")

obtenu par primitivation terme a terme du DL de f.

Démonstration
On peut supposer a=0 quitte & poser g(x) = f(a+ x).

f@)=ag+-+apx"+o(x")

i —F)—F@) —apx— L2 _..._ % na
Soit ¢(x) = F(x) — F(a) — apx = Al

On veut montrer que ¢(x) = o (x**1).

Or ¢ est dérivable sur I et ¢': x— f(x)—ap—---— apx" =o(x™).

Soit £>0.On an>0tel que si 1<, [¢' ()] <eltl™.

En particulier, si x #0 et x| <7, alors |¢' ()] < elx|™ sur 105 xl.
——

indépendant de ¢

Par inégalité des accroissements finis, |p(x) — (0] = |p(x)| < elx|" |x - 0] = £ |x|"*+!
Donc ¢(x) = o (x"*1).

Analyse asymptofique - page 5 sur 14
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Corollaire 1 : Dérivation de DL

On suppose que

H1 f dérivable sur I;
H2 f admetunDL,en ael
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f@=ap++ax-a)"+o((x-a)")

H3 | /' admetun DL, en a

alors celui-ci s'obtient en dérivant terme a terme :

/) =a +2ax(x— a) +"-+nan(x—a)”‘1 +0((x—a)"‘1)_

Démonstration

Il suffit de primitiver le DL,—; de f’ avec la propriété précédente et d'invoquer I'unicité du DL.

Remarque 3

A Il est possible que f' n'admette pas de DL! Voir contre-exemple ci-apres.

B Existence et calculs de développements limités

n Conditions nécessaires et suffisantes

Propriété 4

(i) f admet un DLy(a) de partie réguliere aq si et seulement si f admet une limite en a (éventuellement
a gauche/a droite lorsque f est définie d gauche/a droite de a).

Le cas échéant, cette limite vaut ay.
En particulier, si f est définie en a, f admet un DLy en asi et seulement si f est continue en a et alors
ap = f(a).
(i) Si f est définie en a, f admet un DL, en asi et seulement si f est dérivable en a.
Le cas échéant, ag = f(a) et a1 = f'(a).

Si f n'est pas définie en a, f admet un DL, en a si et seulement si f est prolongeable en a en une
fonction f dérivable en a et alors ay = f(a) et a, = f'(a).

Démonstration

(i) f=ap+0() <= f(x)

a.
X—a 0

(i) fW=ap+a(x—a)+o(x—a) < f(x) = et f(;c)_—aao A

Exemple 1
Si f(x)=x? sin%, alors f(x) =o0(x) est un DL;(0) de f (et au passage f est dérivable en 0).

Or f'(x) :2xsin§ —cosi n'admet pas de limite en 0 donc f’ n'admet pas de DL (0).

Analyse asymptofique - page 6 sur 14
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n Condition suffisante

Théoréeme 1 : Formule de Taylor-Young
Si f:I—-K, acltel que f soit de classe €™ sur I, alors f admet un DL,, en a

f(n) (a)

x-a)"+o((x-a)")

f@=f@+f(@x-—a)+--+ p
ie .
n
fla+h) =f(a)+f’(a)h+---+%h’wo(h”)
A La réciproque est fausse : I'existence d'un DL,, en a n'implique pas en général que f est n fois

dérivable en a si n > 2.

Remarque 4
L’hypothése du programme officielle est f de classe €7, mais il suffit qu’elle soit n—1 fois dérivable et que f*—1

soit dérivable en a.

Démonstration

On a déja vu que c’est vrai pour n=1.
Sic'estvrai & l'ordre n—-1, et si f admet une dérivée d'ordre n>1 en a, alors f/ admet une dérivée d’ordre n-1

en a et par hypothése de récurrence,

()
F@=f@+f @x-a++ {n_(g)! (x-a@" " +o(x-a)"1).

Alors, par primitivation de DL,
(n)
f(x):f(a)+f/(u)(x—a)+-~~+%(x—a)n+o((x—a)”)

ce qui établit la récurrence.
Pour la réciproque, si f(x) = x° sini prolongé par continuité paro en 0, on a f(x) = o(xz] quiestun DL, de feno

1 1 . . L
et pourtant f’: x— 3x%sin - — xcos — si x #0 et 0 sinon n’est pas dérivable en 0.
X X

Développements limités usuels

Propriété 5 : DL(0) usuels de exp, cos, sin, ch, sh

xn
mexpx=1l+x+---+—+ 0o (x") 9 4 2n o (xZ”)
n! =0 mchx=1+—+—+:--+ + x—0
2 2 24 2n)! o (x2n)
n
2 i (—=1)"x2" xgo(x ) L2
n cosx:I—? ﬂ_ W -
. 0 X n
x—»o( ) 3 5 x2n+l 0 (x2n+1)
2n+1 | th:x+—+_+...+—' x—0
. & B (=) x2ntl xgo(x ) 6 120 @n+1)! o (x2m2)
mosinxX=x-— b o,
6 120 2n+1)! 00(x2n+2)
X—

Démonstration

Formule de Taylor-Young.
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Remarques 2 : Moyens mnémotechniques
R1— ch et sh sont les parties paire et impaire de exp.

R2— cos=ch alterné =Re (eix]

R3 — sin=sh alterné =Jm (eix]

Propriété 6 :DL,(0) de (1+x)“

Si a € R fixe, . . .
ala— )x2+m+a(a— ) (a—n+ )x"+ o (x)
n! x—0

Q+x%=1+ax+

Démonstration

Formule de Taylor-Young.

Exemples 2

x 4 1x3x---x(2n-3)
E1— VItx=1+"+--+(-DP1 22— 7 Zyy o (x7).
2 1) 2x4x---%x(2n) x—»O( )

1 1 (—1/2) (-n" (Zn) L1x3xx@2n—1)
E2 - S ==, = =-1nN"—.
n 4n 2x4x---x(2n)

Propriété 7 :DL(0) de 1% ﬁ In(1 - x), In(1 + x), Arctan x

x’

2 n
X X
. :1+x+x2+---+x”+x20(x") g In{l+0=x-2 tot 124 o @y
2 n x—0
1
B —=1-x+x>+-+(=1)"x"+ o (x")
1+x x—0 3 . o [
X DT onr1| x—0
X2 X" m Arctanx = x——+- -+ ——x"" 4| ¥
mlnl-x)=—-x—-——--.— ) 3 2n+1 @ (x2n+2)
2 n x—0 x—0
S
Démonstration
Les deux premiers ont été vu (somme géométrique), les trois suivants s'obtiennent par primitivation.
Exemples 3

3
. a2 X
E1— tan®x ~x? donc tan’(x) = 1 +x? +0(x?) donc, par imparité, tanx =0+ x + — +o(x*).

3
th? x ~ x2 donc th'(x) =1—x2+0(x2] doncthx=0+x— i +0(x4].

3
QNS X
E2 - DL4(0) de Arcsin par primitive : Arcsinx = x + 5 o (xh).
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n Opérations algébriques

Propriété 8

Si f et g admettent des DL, (a), toute combinaison linéaire de f et g admet un DL, (a) dont la partie

réguliere est la combinaison linéaire des parties régulieres.
f x g admet un DL, (a) de partir réguliére la froncature des parties réguliéres aux termes (x — a)* avec

k<n.

Démonstration
Ena=0,
Pour af +fg : ao(x™) + Bo(x") = o (x").
Pour f x g, en notant p,(x) et g,(x) les parties régulieres,

(les termes de degré > n dans p, x gn) + prx) xo(x") + gn(x) x o (x") + 0 (x") x 0 (x™)

est un o(x™).

Exemples 4

xz x4
E1— DLg(0) : e*+sinx=1+2x+—+=—+o(x%).
2 24
E2— DL4(0) : on optimise en considérant la forme « normalisée » du DL (en factorisant par le terme de plus bas
degré).
3

. 5%
exsmx:x+x2+?+o(x4).

Propriété 9 :DL;(0) de tan et th

X 2x° 17x7 ; B 2xd 17K ;
mtanx=x+—+— o (x7) mthy=x——+-" _ + o (x7)
3 15 315 x—0 3 15 315 x—0

Remarques 3 : Moyens mnémotechniques
R1— 17=2+15et315=3 15!
R2— sin=+—+—+—"---

COS|=/-HI—+ — - —F

sin
tan=—=++++++---
cos

Démonstration

tan admet un DL7(0) d’aprées la formule de Taylor-Young, avec seulement des termes de degré impairs. La
relation tan’ = 1 +tan? et I'unicité des ccefficients du DL permet de déterminer facilement les 4 coefficients.

Analyse asymptofique - page ? sur 14
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H Composition et quotients

fg Méthode : Composition de DL
On peut aussi calcul des DL par composition : si f,g admettent des DL, (0) et si g(x)

5 0, la partie réguliere de
X—

fog s'obtient en composant les parties régulieres et en ne gardant que les termes de degré au plus n (principe du
changement de variable).

A étode - Quotient de DL

fx)

Pour les quotients on se ramene & du
1+g(x)

- 1
avec g(x) —— 0 et on ufilise le DL de ——.
x—0 1+x

En général, on considére la forme normalisée du DL (en factorisant par le terme de plus bas degré) pour opti-
miser I'ordre de développement (pas toujours simple & prévoirl)

Exemples 5
x x?
E1-— ln(1+ex)=ln2+5+§+o(x3)
In(1+x 2 11
2- ( )=l—x+—x2——x3+0(x3)
=1l 3 24

e e
E3— ec"sx:e—ix2+gx4+o(x5)

eam emimi- (o) (e 5) - (= 5) wol (-3

sin
E5— DL5(0) de tan avec — et Arctan(tan) = id.
cos

n Développement limité en +co

Définition 2
On dit que f: I — K tel que +oco borne de I admet un développement limité a I'ordre n en +oo lorsque
fo(i) admet un DL, (0%), c'est-a-dire lorsque I'on a (ay, ..., a,) € K™ tel que

a an 1
f=a+—+-+—+ 0o [—].
x X" x—zoo| x"

Remarque 5

Souvent, on pose h = — lorsque I'on veut étudier une fonction au voisinage de I'infini afin de se ramener au
X
voisinage de 0.

Exemple 2
@ x*-1 2 3 6 ( 1 )
X) = = Sdhecm = e 0 —
X2 +2x x x2 x3 x—*ool|x3
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Développement limité généralisé

Définition 3

f: 1— K admet un développement limité généralisé al'ordre n en 0sion a me N tel que x™ f(x) admet
un DL,,;,(0), c'est-a-dire sion a (a_m,...,a_1,ap, a,..., a,) € K** "1 tels que

a— a—1
f)=—r+-+—+ag+ayx+--+apx"+ o (x").
xm X x—0

Exemple 3

X x3

1
DLG3(0) de cotan : cotanx = — — = — — +o0(x3).
x 3 45

m Applications des développements limités

Il Recherche d’'équivalents et de limites

fg Méthode : Recherche d’équivalents et de limites

Pour obtenir un équivalent, il suffit d'avoir un développement limité (éventuellement généralisé) avec au moins
un terme non nul. La fonction est équivalente au premier terme non nul (celui qui prédomine, donc).
Cela permet en outre d'obtenir I'éventuelle limite de la fonction.

Exemple 4

Equivalent et limite en 0 de
2tanx —tan (2x)

B (1-cos(3x) (V1+x-1)

fx)

E Etude locale d'une courbe
ﬂ Signe local

g Méthode : Signe local
Si f admet un DL, (a) (éventuellement généralisé) de la forme

fla+h) =aph?P +...+aph" +o(h")
avec ap #0, alors f(x) ~ap(x—a)P en a.

Donc, au voisinage de a,
p H ap>0 ‘ ap <0

pair fx)>0 fx)<0

impair || f(x)<0six<a | f(x)>0six<a

f)>0six>a | f(x)<0Six>a

Cela se généralise au cas d'un développement au voisinage de I'infini.

Analyse asymptotique - page 11 sur 14
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n Condition nécessaire et suffisante d’extremum local

Propriété 10

o

Si f est définie en | ae I|admet un développement limité en a du type

fla+h) = f(@+a,h" +o(h")

avec a, #0 alors f présente un extremum local en a si et seulement si n est pair.
C’est alors un maximum si a, > 0et un minimum si a,, <O0.

Remarque 6
On refrouve la condition nécessaire f'(a) = a; =0 si f est dérivable en a.

Démonstration

f) - fla g Onlx— a)" ont méme signe au voisinage de a.

Corollaire 2

(n)
Si, de plus, f est de classe €, alors a, = ! n'(a) d’'aprés la formule de Taylor-Young.

Ainsi, si f est suffisamment réguliére, f admet un extremum local en a si et seulement si

min{k eN*; B (g) £ 0}

est pair (s'il existe).

Remarque 7

. . _1 .
L'ensemble peut étre vide, par exemple pour f(x) =e™ x si x>0, 0 sinon.

Exemple 5

X q , ] oz .
flx)= T si x # 0 prolongée par continuité en 0 admet un maximum local en 0.
anx

Tangente

5 Méthode : Tangente et position relative de la courbe

Sif:I-Retaeltelque
fO=f@+ax-a+anx-a)"+o(x—a)")

avec ap #0, f est dérivable en a, a; = f'(a) et

fo- (f@+f@x-a) -~ anlx-a)".

équation de la tangente
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H n pair n impair

an>0 courbe loc. au-dessus | courbe traverse
de la tangente la tangente

localement convexe point d’inflexion

an <0 || courbe loc. au-dessous | courbe traverse
de la tangente la tangente

localement concave point d’inflexion

Exemple 6
In(1+ x)
X

flx)= prolongé par continuité en 0.

H Asymptote

fg Méthode : Courbes asymptotes

Pour étudier les courbes asymptotes d'une fonction en +oo, il suffit d’effectuer un développement asymptotique
au voisinage de I'infini pour obtenir une fonction g telle que f(x) - g(x) 0.

X—+00
Alors la courbe d'équation y = g(x) est asymptote.

Si, par exemple, f(x)=ax+b+ cin +o(xin) avec c#0 et n>1, alors y = ax+ b est asymptote et f(x)—ax—-b ~ xin
donc suivant le signe de ¢ et la parité de n, on a la position de la courbe par rapport & I'asymptote.

Exemple 7
Etude de f(x) = (x+ 1) Arctan x AU voisinage de +oo.
1 .
Avec Arctanx = % —Arctan — pour x >0, on obtient
X

()—z +7'[_—2_l+ (l)
fx_zx 2 X Ox

b4 T—2
y= §x+ — est asymptote et la courbe est en dessous.

m Exemples de développements asymptotiques

Il Définition

Définition 4

On appelle développement asymptotique de f en a toute expression de la forme
f) =A@+ L)+ + )+ o (fr(0)

ou fi,...,fr sont des fonctions telles que fi(x) > f2(x) > > fr(x), c'est-O-dire telles que
Vike[l,r—1], fis1(0)= xga(fk(x)). On dit que le développement asymptotique est a la précision f; (x).
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fg Méthode

On a toujours que
fO-AE@ == fir) ~  fier1 (0.

C'est un des moyens de former un développement asymptotique : par la recherche d’'équivalents successifs : on
frouve f(x) ~ f1(x) puis f(x)— f1(x) ~ f2(x) et ainsi de suite.
Un autre méthode usuelle consiste & se ramener d un développement limité.

Exemples 6

X
, q N N G —a-g e

E1— Développement asymptotique en +oo de f:x— eV¥ +25+4 & |q précision —.
X

=e-e"+—-—+o0
2 X

x x
eVAP+2x+4 x,3e e (e )

E2 - Développement asymptotique en +oo de f:x— In(chx) & la précision e™4*. Asymptote 2
In(chx) = x—In2+e 2% - %e_‘lx +0 (e_4x]

y=x-1n2 asymptote et la courbe est au-dessus.

E3— Développement asymptotique & trois termes de K% en +oo. Asymptote 2

1 Inx nx In“x n°x n-x n-x
o 1 In? In? In? In?
xTx=xer =x|l+—+—-+0|——||=x+Inx+ ——+0|—
X 2x2 x2 2x X
In? x In? x
avec 2—+0 — | == 0 donc y=x+Inx est asymptote et la courbe est au-dessus.
X X —+0oo

E Suite définie implicitement

5 Méthode

Pas de méthode générique pour étudier asymptotiquement une suite définie implicitement.

Il faut en général bien prendre le temps d'étudier sa définition pour en tirer un maximum d’'informations.

Il arrive souvent que I'on détermine un début de développement que I'on réinjecte dans une relation quinous a
permis de I'obtenir pour le pousser un rang plus loin, et ainsi de suite. Voir aussila méthode de la partie précédente.

Exemples 7

. , e*
E1- Unique zéro de fr(x)=1+x+—.
n

1. Existence de uy, u, < -1, (uy) croit.
2. Limite de (uy).
3. Développement asymptotique a 3 termes.
E2— u, Unique solution de tanx = x sur —g + n, g +nn|.
Existence de uy,..
Monotonie et limite de (uy).
Equivalent de u,,.
Développement asymptotique a 2 termes de u,, en posant vy, = u, — nx = Arctan uy,.

o > D~

Développement asymptotique & 4 termes de u,, en réutilisant v,,.
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