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Polynomes et Fractions Rationnelles

KK désigne R ou C (voire éventuellement Q. En fait tout
corps convient, mais pour certaines propriétés, on a be-
soin qu’il soit de caractéristique nulle 1 )

n L’ALGEBRE DES POLYNOMES

Il Polynomes formels & une in-
déterminée

Se donner un polynéme & ccefficents dans K, c’est
se donner la suite (ay, ay,...,a4,0,0,...) de ses coefficients
ayant un nombre fini de termes non nuls (nulle & partir
d’un certain rang).

On parle alors de suite presque nulle et on note

]K(]N)z{(an)n;EIdE]N, vn>d, ap=0}

I’ensemble des suites presque nulles.

Définition 1: Polyndme

Etant donné une suite presque nulle
(areny € KN d’éléments de K, on appelle
polynbme a une indéterminée associé &
(ar) kew € K™

P=a0+a1X+-~+aka+~-= Zaka.

somme finie

On note parfois P(X) pour P.

X est appelée indéterminée. L'ensemble des
polyndmes & une indéterminée & coefficients
dans K est noté K[X].

Définition 2

(i) Le polynébme nul est le polyndme dont tous
les coefficients sont nuls, noté 0k x; ou plus
simplement 0.

(i) On appelle mondme tout polyndme de la
forme ax*avec keN et a #0.

(i) On appelle polyndme constant fout poly-
néme P =a oU a€ K.

(iv) Si PeIK[X]\{0}, on appelle degré de P, noté
degP, le plus grand k € IN tel que a; # 0 (Qui
existe bien).

degP = max{k e IN | a # 0}

agegp €St appelé coefficient dominant de P,
noté cd P.

Si cdP =1, P est dif unitaire ou normalisé.

1. c’est-O-diretelque ng =n-1g =1+ + 1K #0 Si ne IN*.

On pose deg0 = —co.
(v) On note

K,[X]={PeK[X] | degP < n}

I'ensemble des polyndmes de degré au
plus n.

K,[X]={ap+a X ++a,X", (ap,...,a,) e K"}

E L'anneau des polynémes

Définition 3 : Lois +, x et -

Soient P = Y a;x*, Q = ¥ bnix* e K[x] et
k>0 k>0
Ae K.
On définit les lois +, x et - par
mP+Q=Y (ap+bpXF

k>0
m AP=) (Aapx*
k>0
m PxQ=Y @ X x Y bXi= Y cpx™
k>0 >0 m=0

(m=k+0)
en faisant une sommation par diagonales,
c’est-a-dire avec

m m
cm= Y. akby=) akbp_k=) am_¢by.
k+0=m k=0 =0

Propriété 1 : Opérations algébriques et degré

SiPQeK[X] et AeK, P+Q, PxQ et AP sont
des polynébmes et

m deg(P + Q) < max(deg P, degQ)
avec égalité si et seulement si
degP # degQ ou (degP =degQ ef cdP+cdQ #0)

m deg(AP) =degP et cd(AP) =AcdP si A #0,
sinon AP =0.

m deg(P x Q) =degP +degQ
efcd(PxQ)=cdPcdQ.

Propriété 2 : Structure d’anneau commutdatif in-

tegre

(K[X],+, x) est

m Un anneau commurtatif

m intégre

m d’élément unité le polyndbme constant 1

m dontle groupe des inversibles est Iy [X]\ {0}
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(polyndmes constants non nuls.)

Composition

Définition 4 : Composée
Soit P= Y arX* e K[X] et Qe K[X].

k>0
On définit le polynébme composé

PoQ=PQ) =Y aQ*eK[X].

k>0

On parle aussi de substitution.

Propriété 3 : Degré d’'une composée

Soient PQ e K[X], avec Q non constant. Alors
deg(P(Q))=degPdegQ.

ﬂ Dérivation formelle

Définition 5 : Polyndme dérivé

SiP=ay+a; X+---+a,X" € K[X], on appelle po-
lynébme dérivé de P, noté P’ le polyndbme défini

n
paro'=0etsiP=)Y aix*,
k=0

n n—1
P'=Y karX*'=Y (k+Dag X"
k=1 k=0

=@ +2a X+ +na, X" L.

Plus généralement, on note P© = p, pU = p’,
P® =p"=(P') et pour tout ke N*, P®) = (p*-DY’,

Propriété 4
Soient PQeK[X], a,fe K.

i .
® deg P’ degP-1 si P non constant;
e =
E —00 sinon.

Plus généralement,

degP-n SidegP>n,

degp(n) = { )
—00 sinon.

En général, deg P’ <degP - n.
(ih Linéarité

(@P+BQ) =aP' +BQ

[&:
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(i) Formule de Leibniz

(PQ)'=P'Q+PQ
et plus généralement,

n

(PQ)(n] — Z

k=0 k

n)p(k)Q(nk)'

(V) (PoQ)=Q'xP'oQ.

m DiVISIBILITE ET DIVISION EUCLI-

DIENNE

II Division euclidienne

Théoréme 1 : Division euclidienne polynomiale

Soient A,B e K[X] avec B # 0. Alors il existe un
unique couple (Q,R) e K[X] tel que

A=BQ+R
degR < degB

E Diviseurs, multiples

Définition 6 : Diviseurs, multiples

Si A,B € K[X], on dit que B divise A ou que A
est un multiple de B, et on note B|A lorsque I'on
a Qe K[X] tel que A=BQ.

L'ensemble des multiples de B est noté
BIK[X].

Si A|B et B|A, A et B sont dit associés.

Propriété 5
Soient A,B,C,D,PQ e K[X].

() La relation | est transitive et réflexive sur
Kixl1.

(i A et B sont associés si et seulement s’il existe
A e K* tel que A = AB si et seulement si
N (A) =N (B).

(i) B|A=> B|AC

(iv) BlAet B|C = B|(PA+QC)
(V) BlAet D|C = BD|AC
(vi) BBA=VYneNN, B"|A"
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m FONCTIONS POLYNOMIALES,
RACINES

Il Fonctions polynomiales

Définition 7 : Fonction polynome associée

Sip=Y ax*eK(X], onnote
k>0

_ K — K

P: ~ k

x — Px)= Z aix
k>0

appelée fonction polynomiale associée a P.

. ~ P .

Propriété 6 : Fonction polyndme et opérations

SiPQeK[X]efAeK

() PT0=F+0. (V) P50 =P,
(if) 137@ =PxQ. (V) SurR, P est déri-
(iify AP = AP. vable et P' =P,

E Formule de Taylor

Théoréeme 2 : Formule de Taylor

Soient Pe K[X] et ac K.

p(n)
=Y @y g
n>0 n!
c’est-a-dire
p(n)
PX+a)= ) P yn
n>0 n!

Corollaire 1: Formule de Mac Laurin

=y

!
n>=0 n:

ﬁ(n) (0) o

c’est-a-dire les coefficients de P sont les

ﬁ(ﬂ) (0)
a, = .
n!

VERSION DU 8 MARS 2023

Racines

n Définition

Définition 8 : Racine

ac K est un zéro ou une racine de P € K[X]
lorsque P(a) =0.

H Propriétés

Propriété 7 : Racine et division

Soit P e K[X].
() a est racine de P si et seulement si (X — a)|P.

@i x1,...,x, SONTt racines deux a deux distinctes
de P si et seulement si (X —x1)--- (X — xp,)|P.

Corollaire 2 : Nombre de racines
Soif P e K[X].
() Si P#0, P admet au plus degP racines.

(i Si P admet strictement plus de deg P racines,
P=0.

(i Si P admet une infinité de racines, P = 0.

Corollaire 3 : Identification polynome et fonc-
tion polynébme

Si KK estinfiniet P=Q, alors P = Q.
On peut alors confondre P et P.

ﬂ Multiplicité

Définition 9 : Multiplicité

Soient Pe K[X] tel que P#0, ae K.
On appelle ordre de multiplicité de a en tant
que racine de P I'entier

mzmax{kE]N; (X—a)k’P}

Ainsi, a est racine d'ordre m
si et seulement si

(X - a)m|P et (X — @)™+ J(P

si et seulement sion a Q e K[X] tel que
P=X-a)™Q et Qa) #0.

m Si m=0, a n’est pas racine de P.
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m Sim>1, a est racine de P. Théoréme 3: de d’Alembert-GauB (Théoréme
m Si m=1, a est racine simple de P. fondamental de I'algébre)
m Si m=2, a est racine double de P.
m Si m =3, a est racine triple de P. Tout polynébme non constant de C[X] admet
m Si m>2, a est racine multiple de P. Qu moins une racine. o
On dit que le corps C est algébriquement
clos.

Propriété 8

Corollaire 5 : Version scindé

Tout polynéme & ccoefficients complexes non
constant est scindé.

x1,...,X, deux a deux distincts sont racines
d’ordre au moins my, ..., my respectivement si et
seulement si

(X —x)™ -+ (X = x)""" | P.

Propriété 11 : Caractérisation de la divisibilité

par les racines

Propriété 9 : Caractérisation de I'ordre
) Si P est scindé, alors P|Q si et seulement si
Soient P e K[X], ac K, meIN. toutes les racines de P sont racines de Q avec

a est racine g];or dre m de P si et seulement si des multiplicités au moins égales & celles pour
Vkeo,m-1], PR (a)=0et P (a)#0. P

Corollaire 4 : Ordre et polyndome dérivé

H Relations coefficients-racines
Si a est racine d’ordre m > 2 de P, a racine

d'ordre m—1de P'. , Définition 11 : Fonctions symétriques élémen-
La réciproque est fausse si on ne suppose pas taires

a racine de P.

Soient ne IN*, x1,...,x, € K.
On appelle fonctions symétriques élémen-
n " . . taires de x4, ..., x, les nombres
Polynomes scindés 2

mO1=) Xi=X1+X2+ -+ X, (nftermes)
i=1

Définition 10 : Polynéme scindé

P e K[X] est dit scindé sur K s’il peut s'écrire o= Y xnx
comme produit de polynédmes de degré 1 de I<itsh<n
K[X], c’est-O-dire si on a A € K*, n € N* et

y y €]K’relsque =X1X2+ X1 X3+ +X1 X+ +Xp-1Xp
1)y Vn

(22D termes)
P=AX-y1) - (X=yn),

c’est-O-diresion a e K*, pe IN* ef x,...,xp e K
deux & deux distincts et my,...,m, e N* tels que B o= Y xiyxi, - xi,. (%) fermes)
- 12 Ik \\k

1<i1<i2<-~<ik<n

P=AX-x))"™ (X —xp)".

Alors degP > 1, A = cdP, x,...,x, sont les racines
de P deux & deux distinctes de multiplicités res-
pectives my,...,mp. B0, =X1X2- X (1 fErme)

Propriété 12 : Relations coefficients-racines : for-

Propriété 10 : Caractérisation avec les racines

mules de Viéte
Soit P un polynébme non constant admet-

tant exactement p racines d’ordres respectifs soient n e N*, ay,---,an € K fel que a, # 0,

my,...,m, dans K. P=ay+-+a,X" sur K, xi,...,x, Ses

P est scindé si et seulement si racines comptées avec leur multiplicité, donc
P=au(X—x1) - (X—xp).

my +---+my, = degP En notant o les fonctions symétriques élé-
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mentaires en xi, ..., X,

an-1

mo;=-— . (somme)

n
ap-2

Qn

B 0=

’ 7
B 0= (—1)kn—k.
n

: a 0
m o, =(1)"=2. (produit)
Qn
Ainsi,
P=ay(X"- o7 X" '+0X" 2+ (=D" o, ).
~— —~—

somme produit

m ARITHMETIQUE

I'.l Polynémes irréductibles

n Généralités

Définition 12 : Polynéme irréductible

On appelle polynédme irréductible tout poly-
néme P e K[X] non constant dont les seuls divi-
seurs sontles A et AP pour A € K*, c’est-a-dire tels
que

P=UV = UouV inversible.

Les autres polyndmes sont dits réductibles.

Théoréme 4 : Décomposition en produit d’irré-

ductibles

Tout Ae K[X]\{0} s’écrit de maniére unique &
I‘ordre des facteurs pres sous la forme
A=AP["... P
ol ke, A e K*, Py,..., P irréductibles deux &
deux distincts unitaires, a;,...,a € IN*,
Alors A = cd A, Py,...,P; sont les diviseurs irré-
ductibles unitaires de A.

Corollaire 6

Tout polyndme non constant admet un divi-
seur irréductible.

VERSION DU 8 MARS 2023

H Irréductibles de C[X]
Propriété 13 : Irréductibles de C[X]

Les irréductibles de C[X] sont les polynébmes
de degré 1.

Irréductibles de R[X]

Définition 13 : Polyndme conjugué

Sip=Y ax*eCix],onnote P= Y axF.
k>0 k>0

Propriété 14 : Racine complexe de polynédme
réel

Soit P e R[X]. Alors si a € C est racine de P, «
I‘est aussi, de méme ordre.

Propriété 15 : Irréductibles de R[X]

Les polynémes irréductibles de R[X] sont les
polynémes de degré 1 et les polynémes de de-
gré 2 sans racine réelle (& discriminant stricte-
ment négatir).

E pgcd

Définition - Propriété 1 : pgcd

Soient (4,B) € K[X]%\ {(0,0)}. On appelle plus
grand diviseur commun a A et & B tout poly-
néme divisant A et B de degré maximal.

On note A A B le seul qui soit unitaire.

On pose 0 A0 =0 par convention.

Propriété 16 : d’Euclide

Si A,B,Q e K[X], les diviseurs communs a A et
B sont les diviseurs communs & A—-BQ et B, ef en
particulier, ils ont les mémes pgcd.

POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES - PAGE 5 SUR 11



LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Propriété 17 : Caractérisation des pgcd

Soient A,B,D € K[X] avec (A, B) # (0,0).
D est un pgcd de A ef B

DIA et DIB
S —
v PeK[X], (PIA et P|B=>P|D)

Les pgcd sont donc des plus grand éléments
pour | (qui n’est pas un ordre sur K[X]).

Corollaire 7

() Les diviseurs communs & A et & B sont exac-
tement les diviseurs de n’‘importe lequel de
leurs pgcd.

(i Tous les pgcd de A et B sont associés.
(i Il existe un unique pgcd unitaire, caracte-
risé par

D est unitaire

D=AAB < D|A et D|B

v PeK[X], (P|A et P|B=> P|D)
AN B est donc le plus grand diviseur commun

unitaire pour | (qui est un ordre sur I'ensemble
des polynémes unitaires.)

Propriété 18 : PGCD et décomposition en irré-

ductibles

SiA=AP*...P* et B= Pl ---P,’fk décompo-
sitions en irréductibles, alors

_ pmin(ay,f1) min(ag,Br)
ANB =P, . 'Pk .

Algorithme d’Euclide, relation
de Bézout

[&:
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Propriété 19 : Algorithme d’Euclide

Soient (A, B) € IK[X]2\ {(0,0)}.

On effectue les divisions euclidiennes succes-
sives
A=B Q1 + R

B=R1Q2+R2
Ry =R;Q3+R3

Vk, Ri-1=RpQrs1+ Rry1
et degRy.; < degRy
(ennofant A=R_, et B=Ry.)

Le procédeé s’arréfe et le dernier reste non nul
est un pgcd de A et B.

Propriété 20 : Relation de Bézout
Si (A,B) #(0,0), on a U,V e K[X] tel que
AU+ BV = AAB.

Ainsi AK[X]+BK[X] = (AA BK[X].

Propriété 21 : Factorisation dans un pgcd
SiC#0,
C
(CAANCB)=AN&(C)(AANB)=——(AAB).
cdC

ﬂ Extension a plus de deux po-
lyndomes

Exactement comme pour les entiers.

Définition 14 : pgcd de n polynémes

Soient (Ay,..., Ay) € K[XD)"\{(0,...,0)}. On note
n
ANAsN--NAR = \ AxI'unique polyndme unitaire
k=1
de degré maximal divisant A;, A, ..., A;.

Propriété 22

(0 Associativité :
ANBAC=(AAB)AC=AN(BACQC).
(i Les diviseurs communs 4 Aj,...,A, sont
n

exactement les diviseurs de )\ Ax.
k=1
(il Relation de Bézouft :

On a uy,...,U, e K[X] fels que

n
AU+ AyUp = N Ag.
k=1
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Définition 16 : Polyndmes premiers entre eux

H “ . dans leur ensemble
PolynOmes premiers entre

Ai,..., A, sont dits premiers entre eux dans
eux A

leur ensemble lorsque A A =1, c’est-a-dire que
k=1
le seul diviseur unitaire commun & tous les Ay est
1.
AB € K[X] sont dits premiers entre eux Ay,..., A, sont dits premiers entre eux deux a
lorsque AA B =1, c’est-O-dire lorsque le diviseur deux lorsque Vi#j, AinAj=1.
unitaire commun & A et B est 1.

Définition 15 : Polyndmes premiers entre eux

Théoréme 5 : de Bézout Propriété 27 :2 a 2 — dans leur ensemble

AAB=1<—=3U,VeK[X], AU+BV =1. Premiers enfre eux deux & deux = pre-
miers enfre eux dans leur ensemble, mais la réci-
proque est fausse pour plus de deux polynébmes.

Théoréme 6 : Lemme de GauB
Si A|IBC et AANB =1, alors AlC.

Théoreme 7 : Théoreme de Bézout

As,..., A, SONt premiers entfre eux dans leur en-
semble si et seulement sion a Uy, ..., U, tels que

Propriété 23 : Facctorisation par le PGCD
AlUl +"'+AnUn =1,

Si (A, B) e K[X]2\{(0,0)}, D = AAB, alors on peut
écrire
A=DA;

B=DB Propriété 28 : Diviseurs premiers entre eux 2 & 2

A AB =1 . . .
1AS Si Ai,..., A, sont premiers entre eux deux &

deux ef divisent B, alors A; --- A,|B.

Propriété 24 : Cas des polynomes scindés

Si A ou B est scindé, , H Multiples communs
AANB=1< A et Bn'ont pas de racine com-
mune.

Définition — Propriété 2 : ppcm

Soient A, B € K[X]\ {0}. On appelle plus petit
commun multiple de A et B fout multiple com-
mun & A et & B non nul de degré minimal.

A est premier avec By,..., B, Si et seulement si On pose, de plus, Av0=0vB=0v0=0.
A est premier avec By --- By,

Propriété 25 : Primalité relative avec un produit

Propriété 29 : Caractérisation

Propriété 26
M est un ppcm de A et B non nuls

() Si P estirréductible et AeK[X], soit P|A, soit M#0

PAA=1.

(i) Si P estiméductible et Ay,..., A, e K[X], <= AlM et BI]M

VPeK[X], (AP et B[P = M|P)
PlA;--- A, =3i€[1,n], PlA;.
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Corollaire 8

() Les multiples communs & A et & B sont exac-
tement les multiples de fout ppcm de A et
. AK[X]nBEK[X] = MK[X].
(i) Il existe un unique ppcm unitaire, nofé Av B.
M est unitaire
M=AVB<=>{ AIM et BIM

VPeK[X], (AP et B|P = M|P)

Propriété 30 : Factorisation de ppcm

Si A, B,C e K[X]\{0},

(CA)V (CB) = N (C)(AV B) = —=—(AV B).
cdC

Propriété 31 : PGCD x PPCM
Si A,Be K[X]\ {0},

m SiIAANB=1,
AB
AV B=WN(AB) = d(AB)’
m En général,
(AANB)(AV B) =N (AB) = d(AB)’

Propriété 32 : PPCM et décomposition en irré-
ductibles

Si A= APM ... P ef B = P! ... PP¥ décompo-
sitions en irréductibles, alors

_ pmax(a,fp1) max(ag,Bi)
AV B= Pl .. -Pk .

m INTERPOLATION DE LAGRANGE

m Problématique : Etant donné n e IN, n+ 1 scalaires
Xp,-..,xp € IK deux & deux distincts, et y,...,yn € K
fixés (par exemple pour tout i, y; = f(x;) ou f est
une fonction connue ou non).

On cherche des polyndbmes P € K[X] fels que
Vie [[0, n]], ﬁ(xl') =Yy;.

C’est un probléme d’interpolation.

I
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Définition 17 : Polynémes de Lagrange

Si n e N* et x,...,x, deux & deux distincts,
on appelle k° polyndme de Lagrange associé
a (xo,...,x,) le polyndme

[TX=x)
i#k

[Tk —x)) '
j#k

ILp=

Propriété 33 : Polynéme d’interpolation de La-
grange

Etant donné xo,...,x, € K deux & deux
distincts et yo,...,yn € K, il existe un unique
polynbme P de degré au plus n tel que
vie[o,n], P(x;)=y;. lls’agitde

n
P= Z yiLk.
k=0

Propriété 34 :Tous les polynomes d’interpola-
fion

Les polynébmes d’inferpolation associés aux
poiInts ((xo, ¥o0),---, (Xn, yn)) SONt les polynémes

P+(H (X—xk))Q

k=0

n
ol QeK(Xx]etP=) ycLk.
k=0

m FRACTIONS RATIONNELLES

Il Définition

Définition 18 : Fraction rationnelle

On parle de fraction rationnelle et on note
K(X) I'ensemble quotient :

K(X) = {g ; (A, B) e K[X] x (K[X]\ {0})}.
Si Fe K(X) et (A, B) € K[X] x (K[X]\ {0}) tel que
A , ,

F= 5 on dit que (4, B) est un représentant de |la

fraction rationnelle F.
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Définition 19 : Opérations sur K (X)

Si EGeK(X), A B,C,DeK[X] fels que F = g et

C
G:B,/le]K, on pose

BD

Propriété 35 : Le corps K(X)

(K(X),+, x) est un corps commurtatif appelé
corps des fractions rationnelles.

E Plongement de K[X] dans
K(X)
KiX] — K(X)

L'applicationy: p
P

—_— —

est un morphisme

d’anneaux injectif (et méme mieux, compatibilité avec
-, la dérivée, la composée, etc).

On peut donc confondre polyndme P et fraction ro-
fionnelle ?.

Dérivée d’une fraction ration-
nelle

Définition 20 : Fraction rationnelle dérivée

Soit F e K(X), (A4,B) € K[X] x K[X]\ {0} tel que
A . - oia o
F = 5 On appelle fraction rationnelle dérivée
A'B—- AB’

de F la fraction rationnelle F' = 7

ﬂ Degré d’une fraction ration-
nelle

Définition 21 : Degré
Soit F € K(X), (A B) € K[X] x K[X]\ {0} fel que
F= g. On définit le degré de F par

degF =deg A—degB e Z U {—oc}.

VERSION DU 8 MARS 2023

Propriété 36
Soient FEGeK(X) et a, e K.
(i) deg(aF + BG)< max(degF,degG).
(i) deg(F x G)=degF +degG.
(i) Si A e K*, deg(AF)=degF.
(iv) degF'<degF—1.

H Forme irréductible

Propriété 37

Toute fraction rationnelle F € K(X) s’écrit
" , A
de maniéere unique sous la forme F = = avec

A, B e K[X] premiers entre eux et B unitaire.
On parle de forme irréductible de F.

H Racines et poles

Définition 22 : Racines et poles

:“

Soit FeK(X), F= 5 sous forme irréductible.

On appelle racine d’ordre m de F toute ra-
cine de A d’ordre m.

On appelle pole d’ordre m de F toute racine
de B d’ordre m.

Fonctions rationnelles

Définition 23 : Fonction rationnelle associée

:~‘

Soit F = 3 e K(X) sous forme irréductible.

On définit la fonction rationnelle associée a
F par
| D — K
F: g(x)
X — —_
B(x)

définie sur Dr =K\ {pdles de F}.

Propriété 38

Si F,G e K(X) et F(x) = G(x) pour une infinité de
xeIK, alors F = G.
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Propriété 40 : Péle d’ordre > 2

E Decomposmon en élements Sia pole d’ordre m >2 de F = A sous forme
. B
simples iréductiple,

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

A A A1 Am

F=—= = dhooodh — L
B X-a)"By X-«a X—-—a)ym

G

n Partie entiére

Définition - Propriété 3 U] A0 & @ T EST PeR Olf(g)e G A
tF

) Alors Ay =[(X — @)™ F](a) = etF—-——"—
Soit FeK(X). On note R By (a) (X=a)™
admet a comme pdle d’ordre au plus m—1 ce
K™ (X)={FeK(X) | degF <0}. qui permet de réitérer le processus.
[l existe un unique couple (Q,G) e K[X] x K~ (X) tel
que
F=Q+G. g Méthode
Q est appelé partie entiére de F. Les deux propriétés précédentes permettent de
frouver les coefficients de la décomposition.
Lorsqu’il reste peu de coefficients & calculer, on
peut aussi essayer d’évaluer la fraction rationnelle
n Décomposition en éléments simples en des points bien choisis ou utiliser des méthodes
dans C(X) d’analyse réelle (limite en co de x F(x)...)
Penser & exploiter la parité avec I'unicité des
P a - L. coefficients!
Théoreme 8 : Décomposition en éléments
simples dans C(X)
. A . . ) - s :
Soit F e C(X), F = 5 sous forme irréductible, Décomposition en éléments simples
ai,...,an POles de F d’ordre my,...,my : dans R(X)
F= n; Théoréme 9 : Décomposition en éléments
[T X -ap™ simples dans R(X)

k=1
, A ,
Soit F ¢ R(X), F = — sous forme ir-

réductible, avec Ila décomposition de

et Qe C[X] la partie entiére de F.
Alors il existe une unique famille (Axj) 1<k<n

). B en facteur " ireductibles dans R
de nombres complexes telle que F= > - et Qe R[X] la
2 nj
A1 A [TX=x0)™[[(X*+piX+aq:)"
F= Q o +—m k=1 N i=1
Ry X-a (X —ay)™ partie entiére de F.
qarrie entiere g : : g { {
P partie polaire associée & a Alors il existe d’uniques familles (A,;) 1<k<p -
Arn 1 An m llgjgmk
I Lo i (i) 1<i<r ©f (vie) 1<i<r de nombres réels tq
X-ap (X —ap)™ 1<0<n; 1<0<n;
partie polaire associee & a, élément simple
de 1° espéce
p m A
k .
k,
Propriété 39 : Partie polaire relative & un pdl F= Q +) T
opriété : Partie polaire relative a un pole - g la X-x
s|mp|e partie entiére
, . , A .
Sia pble simple de F = — = ——— sous . — P
B X-a)B; partie polaire associée A x;.
.. , A élement sim,
ple
forme irreductible avec B;(a) # 0, X—a avec e 20 espece
n N 'z ~ ,—Jﬁ
A€ C la partie polaire associée & a. Alors r m X+ vig
> 2 X2+ piX+q)°
A@ A = || g

A=[(X-a)Fl(a) =

Bi(a) B(a)

partie polaire associée G X%2+p; X+q;
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fg Méthode

Les méthodes vues dans C s’appliquent pour les
podles réels. Pour les u et v, on peut appliquer la
méthode « du cache » en a racine complexe de
X2+ pX+q.

On peut aussi décomposer dans C et rassem-
bler les pdles complexes non réels et leur conjugué.
L'écriture F = F et I'unicité des coefficients donne
des relations entre ceux-ci (comme avec la parité).

ﬂ Décomposition en éléments simples de
P'Ip

Propriété 41: Décomposition en éléments

simples de P'/P

p
Soit P € K[X] scindé, P = A ] (X - x)™. Alors

k=1
/

a " . . p
la decomposition en élements simples de - est

donnée par
=1 X — Xk

1!

n
Variante : si P = A[] (X - yx) ou les yj sont les
k=1
racines comptées avec multiplicité, alors

Pz o1
P

:1X_J’k.
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