MP2I A rendre lundi 16 janvier
Devoir Libre n° 11

Loi de groupe sur une hyperbole

A. Etude de fonction

1. On a directement que ’f est définie sur |—oo,—1]U[1,+00] ‘

’ dérivable sur |—oo,—1[U]1,+00] ‘ef paire donc’ il suffit de I'étudier sur ]1,+o00] ‘eT de faire
une symétrie par rapport a I'axe (0y).

X

Vv 3(x2— 1)'

3. festcontinueenlet f’(x)—h» +oo donc
d'apres le théoreme de la limite de la dérivée.
4,

2. Pour tout x €]—o0,—1]U[1,+0o0], | f(x)=

6, admet en 1 une tangente verticale

X |—00 —1 1 +00

+

+00 +00
f(x) S o o/

5. On multiplie par la quantité conjuguée

X -1 -1 -1
f(x)_ﬁ_ V3Vxi—1+x V3(x+o(x)+x) 2v3x+0(x)
X 1
donc ——~— .
J(x) V3  243x
6. Comme f(x)— —~——r 0, flx)——— 0
: V3 24/3x x—too /3 x—+00 :
Donc|la droite d'équation y = % est asymptote en +oo et 6, se trouve en dessous.
7. Parparité et symétrie d'axe vertical, | la droite d’équation y =—% est asymptote

en|—oo | et ] la courbe se situe en dessous.\
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Le tracé de % est en orange, les asymptotes sont en vert.

B. Tracé de ¥

8. Enposant y =0 dans I'équation de s, on obtient x2=+1. Donc ’A(I,O) et A'(—1,0). ‘

9. Comme
x*—3y’=l<y==f(x),

’il suffit de faire une symétrie d’'axe (Ox) dans le graphe de f.‘

C. Une loi de composition interne sur le plan

10. Par symétrie des coordonnées (x, y) et (x’, y’) dans I'expression de *, et par com-
mutativité de + et x sur R, on a que ] » est commutative sur 2. \

Ensuite, en regardant les expressions de a et B on conjecture sans mal que
’A(l,o) est neutre de «.

En effet, siM(x, y)€ 2, MxA(x+0,0+y) donc MxA=M et AxM(x+0, y +0) donCc AxM =M.

11.a) On a F(M)=0 si et seulement si x2—3y%=0.
’ {M e | F(M)=0} est la réunion des asympftotes de ¢, |d'équation x =++3y.
On a F(M)=1 i et seulement si x2—3y%=1. ’ {Me® | FM)= 1}:%.‘

11.b) SiM(x,y) et M'(x’,y"),

FM*~M)=(xx"+3yyP—-3(xy +yx')
=x2x*+6xyx'y +9y*y? —3x*y*—6xyx'y' —3y*x"?
= x2x? 4+ 9y2y? —3x2y? _3y?x"”

— xZ(x/Z_3y/2)_3y2(x/2_3y/2)
=(x*=3y*)(x*—3y")

Donc| F(M»M')= F(M)F(M').
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11.c) D’apres les deux questions précédentes, si M et M’ appartiennent a 22,

F(M)=FM)=1

donc F(M+M/)=1donc [M+M’e# |

D. Structure de groupe sur 7

12. On a déja que x est une loi de composition interne d'aprés la question pré-
cédente, qu'elle est associative et commutative sur s et qu’elle admet un élément

neutre Ae .»# d'aprés la question 3.a).

Reste a prouver que tout point M € .2# admet un symétrique pour * sur 2. Soit M’ le
symétrique de M parrapport & (0x). Alors M’ est un point de # car (0Ox) en est un axe de
symétrie, et si M(x, y), M’(x,—y) et MxM’ a comme coordonnées (x>*—3y?%,—xy+y x)=(1,0)
donc M«M’=A(=M’+M par commutativité.) Donc M’ est bien le symétrique de M dans

T
Finalement,
13.
= On a st c /e,

« TA£@ CarA(l,0)e .

(#,%) est un groupe abélien. ‘

« SiM(x,y). M'(x/,y")e s, alors M+« M’ € »# d'apres ce qui précede, et I'abscisse de
M~«M’ est xx'+3yy’ avec x>—3y2=1=x"?—-3y” donc 3y? < x2 puis 3y < x’2 d'ou

—3yy/<3|yy’| <xx’d'oU xx'+3yy’>0et MxM €.
« De plus, siM e #*, M~ (x,—y)e ™.
S+ est un sous-groupe de %"

Finalement,

’t%’— =20\ " n'est pas un sous-groupe ‘ car il ne contient pas le neutre A.

E. Construction géométrique du composé de deux points de ;7
14. On ales points M(x, y) et M'(x/, y’) de s avec (x/,y') #(x,—y) et le point
N=M+M'(xx"+3yy’, xy’+yx’).
La droite (MM’) est dirigée par MM'(x’— x, y’— y) et la droite (AN) par

A_N)(xx’+3yy’—1,xy’+yx’).

x'—x xx'+3yy’—1
=y xy'+yx
=y(x?=3y*—1)—y'(x*-3y*—1)

L
Det(MM’,AN) -

‘ =(x'—x)xy' —yx)—(y'—y)lxx'+3yy —1)

N . ope . , . —_— —
apres simplifications. Comme M, M’ sont sur ¢, on en déduit que Det(MM’,AN) =0.

Ainsi, ’ la droite (MM’) est paralléle & la droite (AN).

15. D'aprés les questions précédentes, le point M« M’ est obtenu de la maniere

suivante :
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« C'est le point A si M, M’ sont symétriques par rapport  I'axe des abscisses.
« En prenant l'intersection avec .# de la droite passant par A paralléle a (MM’) sinon.

Si M(xo, 1), la tangente est dirigée par (3, x,) €t N =M« M(xZ +3yZ,2x, ). Or

3y xZ+3yf-1

Det(a’A_N)): Xo 2X0 Yo

‘ =3)(2x0)0)— xo(xoz + 3}’02 —-1)= _xo(xoz _3y02 —1).

Comme M est sur £, on en déduit que Det(ﬁ,A_N)):O.

Ainsi Llo droite (AN) est parallele d la tangente en M.J
Le point M« M est obtenu en prenant I'intersection avec »# de la droite passant par
A paralléle ala tangente a s en M.
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