Corrigé du DL 12
PROBLEME

1.d) VxeR, x+2€R et

x+1

f(x+2)= x+2—2{TJ—2'=f(x)

x+1
xX+2—-2 T+1 =

carsikeZ et XeR, | X+k|=|X]+k.Donc| f est 2-périodique.

1
1.b) Sixeo1], -

2
1 1
Si x €[1,2], % € [12] donc {%J =1et f(x)=2—nx.

e[%,l donc VTHJZO et f(x)=x.

X si x€[0,1]
2—x Sixe[1,2]

Donc| f(x)= {

1.c) D’'apreslaquestion précédente, six €[0,1[ ou x €[1,2], f(x) < 1. Par2-périodicité,| f est majorée par 1.

1.d)

En Python :

import numpy as np L] Py‘rhon

import matplotlib.pyplot as plt

x = np.arange(-6, 6, .1)

f = abs(x - 2 * np.floor((x + 1) / 2))
plt.plot(x, f)

plt.axis([-5.5, 5.5, 0, 1.5])
plt.grid(True)

plt.show()

v ©® N o o A W N —

1.e) Vulec), f estcontinuesur]o, 1] etsur]l,2[, etcommeonabien f(x)=x — 1= f(1)et f(x)=2—x — 1= f(1),
f est aussi continue en 1. De plus, f(07)=0= f(27) donc par 2-périodicité f est aussi continue en 0 et 2, et

donc| f est continue sur R.

2.q0)
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En Python :

import numpy as np L Python

import matplotlib.pyplot as plt

1
2
3
4 def f(x):

5 return abs(x - 2 * np.floor((x + 1) / 2))
6

7

8

9

def f_k(x,k):
return f(2 ** k * x) / 2 **x k

10 x = np.arange(-6, 6, .05)

n for k in range(3):

12 plt.plot(x, f_k(x,k))

13 plt.axis([-5.5, 5.5, 0, 1.5])
14 plt.grid(True)

15 plt.show()

s . i j+1 .
2.b) Vules propriétés de f, fi est surtout intervalle de la forme [zj—k ]Z_k affine de pente +1.

2.c) Pourtout n, S,41(x)—=S,(x) = frs1(x)= 0 Donc la suite (S,(x)) est croissante donc a une limite. De plus,

.y - 1—2-(ntD) . .y
comme f est majorée par 1, on a pour tout n, S,(x) < 22*" = =2—-2""<2 donc la suite est majorée.
k=0

Ainsi, la sui’re| (S,(x)) converge. |
14 |4 __o9—(p—n) __9on—
1-27" 1-2"7F
2.d) [S,(x)=Su(x)[= D filx)< D 2F =27 donc [, (x) =S,(x)| < ——.
k=n+1 k=n+1

2.e) En faisant tendre p vers l'infini (et par confinuité de x — |x|), on obtient
| 1S(x) =S, (x)| < 27"

2.f) Parinégalité triangulaire,

1S(x) = S(x0)l = [S(x) = S, (%) + Sy (%) = S (%0) + S (X0) — S(Xo)|
SIS(x) =S (x)] + 150 (2) = S, (X[ + 1S, (x0) = S(x0)|

2.g) Ainsi, d'apres la question précédente, pour tout n,
1S(2) = S(x0) <2+ 27" +18,(x) = S, (x0)I.

. . £
Fixons un ¢ >0. Comme 2-27" — 0, on a un entier N tel que 2-27¥ < =,

\S}

Alors [S(x)— S(xo)| < g 1S () = Sw (o).

Puis, par continuité de Sy (qui provient directement de celle de f), on aun n >0 tel que si [x— x| <7,
Sy {0) =S (o) < 5.

OnaalorsbienVx,eR, Ve>0, 3n>0, |x—x|<n=1[S(x)—S(x) <e&.

Donc | S est confinue sur R. |

3.a) Comme [2"x]<2"x <[2"x|+1,0n Q| x,<x<X].

On remarque ensuite que

« 0<x—x, <27 donc par encadrement.

= 0<x,—x <27 donc|x, — x |parencadrement.
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3.b) x, et x/ sont de la forme zﬁn avec p eZ.

Sik>n, fk(ﬁ) =2*kf(2k*"p)=0 car f(0)=0 et f est 2-périodique.
2n S~~~
€27
Donc |si k> n, fi(x,)= fi(x])=0.

3.c) SiN>n,pourkeln+1,N] filx,) = fi(x,)=0d aprés la question précédente, donc Sy(x,) = S,(x,)
et Sy(x))=S,(x)).

n

n

On a bien| Sy(x;)—Sy(xa) = > (filx))— filxa)

k=0

3.d) Enfaisant N — oo, on obtient S(x;)—-S(x,)= Y (fi(x,)— filx,)) donc| D, = &, |avec e, = w
k=0 k=0 n n

(qui dépend de k et de n).

Or, pour k €[0,n] si on avait un j€Z tel que x, < ZJ—k < x/, on aurait
2"*jell2"x][2"x|+1[nZ=0
ce qui est contradictoire, et donc x, et x/, sont fous deux dans un intervalle du type | =

2k 2k
D'apres 2.b,

3.e) Onremarque que (D,) € Z", donc si (D,) converge, elle est stationnaire (car & partir d'un certain

J j+1]

rang, | D, — Dyl < 3 donc D, =D,,,). Or D, est alternativement impair et pair, ce qui est confradictoire.

Auftre rédaction possible : si (D,) converge, a partir d'un certain rang, |D,,.1 —D,| < > or |D,4; —D,| est un
entier impair (somme de 2n +3 termes 1), ce qui est confradictoire.
Donc | (D,) diverge.

4.q) | a, est bien défini | car x; —x; >0 et avec I'encadrement de 3.a, on a directement | a, €]0,1].

S(x,)—S(x)

4.b) Ainsi, la suite (a,) est bornée et la suite ( S’(x)) converge vers 0 car x/, — x, donc

n—x
an(w_ S/(x))_m,
xr/l—x n—-+00
4.c)
D, —§'(x)= X, —X y S(x;)—S(x)+ X=X, S(x)_s(x")—(a,,+1—an)8’(x)
X, —Xp X —Xx X, — Xy X— Xy
Donc D,,—S’(x):an(M—S’(x))+(1—an)(w—s’(x)).
X! —x Xp— X
D—=S(x) R
4d) Parb), a, - —S5'(x) mo et de méme
(1-a( 2= - s) ——o

donc|D,—S'(x)—0.

4.e) Onauraitalors D, =(D,—S'(x))+S’(x) — S’(x) ce qui contredit 3.e).| S n'est dérivable en aucun point.
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