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Corrige du Devoir Libre n° 13

Probleme autour de Fibonacci

l. La suite de Fibonacci

n|o 123456 7 8 9
F, /0112 3 5 8 13 21 34

N

1. On calcule:

2. On montre parrécurrence d'ordre 2 que pour tout neN, 2(n) : « E, €N ».
« Cestvraipourn=0etn=1 (Adouble initialisation indispensable),
« Soit n20 pour lequel E,, E,,, €N. Alors E,,, = F, + F,,; €N ce qui établit la récurrence.

Donc | pour tout nelN, F, eN.

On a alors F, = Ry et pour tout n>1, F, ., =F,+F,_, > F, car F,_, =20. Donc | (F,), est croissante.

Remarquons que F >0, donc, par croissante, pour tout n>1, F, >0 et on peut donc conclure du calcul
ci-dessus que pour tout n>2, E, ., > F, : (F,), est strictement croissante & partir du rang 2.

3. Comme (E,) est croissante, le théoréme de la limite monotone (discret) nous dit qu’elle a une limite
finie ou infinie.

Comme elle est & valeur entiere, elle ne peut converger sans étre stationnaire ce qui contredit sa stricte
croissance & partir du rang 2.

Autre argument possible : si E, — ¢ € R, alors, en faisant n — +oo dans la relation de récurrence, £ =(+¢
donc ¢ =0 ce qui contredit le fait que pourtout n>1, F,> F =1.

Donc | F, — +oo.

6+2v5 3++5
4 2
Puis on montre que pour tout n>2, #(n) : « "2 < F, <" » parrécurrence d'ordre 2.

« Onabien1=¢p'<E=1<p<FKE=2<¢?=1+¢ (car2<+5<3),
« Soit n>2 tel que ce soit auxrangs n et n+1. Alors

4. Oncalcule 2= =1+¢.

P PP S By = B+ B <" "
Or "1+ p" =" 1+ p)=p" p?=p"*! et de méme, "2+ "' = p" ce qui établit la récurrence.
Ainsi, pourtout n>2, 9" 2<F, <",
n

n
5. Oncalcule, par télescopage, ZFk = Z(Fk+2—Fk+1) =F,,,—FKFdonc R+FK+--+F,=F,,—1.
k=0 k=0

k
(en fait le carré) de Pascal : « La somme des termes
sur la ne diagonale ascendante (de pente 1) est
égale a F,,;.»

< —k
6. Laformule E (n ):F,,+1 se lit sur le friangle
k=0

- = = = O
W NN = o O
S W == O O
=~ = O 0ol S ©
— o o oo
o O o o | O

Par exemple pour =5 :

On montre la propriété par récurrence d'ordre 2 sur n.
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« Ona bieng(ozk)z(g)zlzﬁ e‘r;(lzk)z(é)+((l))=l+0=5.

« Soit n>1tel que c'est vrai auxrangs n et n—1, alors, d'aprés la formule de Pascal (étendue aux termes

nuls),
3 (1D (o (i G S (5 3 (g 0 Gy

avec le changement d’indice j=k—1. Or le terme pour j=—1 est nul, donc
n+1 n—1 . n
n+l—k n—1—j n—k
Z( k ):Z( . )+Z( k ):Fn+Fn+1:Fn+2
k=0 j=0 J k=0

par hypothése de récurrence puis définition de (F,),, ce qui établit la récurrence.

On abien YneN, Z(n;k):FnH.
k=0

7.a) Soit, pour n€N*, u, = F?—F,_, F,,,. On calcule

Ups1 = F2 = FyFupo = FA | — Fy(Fy+ Fy)) = Fua By — ) —F? = Fy Fy o — F2 =—u,,.

n+1 n+l

Donc (u,), est une suite géométrique de raison —1 et de premier terme u; = F*—F-F=1.
Finalement, pourtout n € N*, F>—F,_ F,,; =(—1)"*.

7.b) On en déduit en particulier que pour tout n € N*, ((—=1)"*'E,)- E, +((—=1)"F,_,)- F,;, = 1, donc, d'aprés le
théoreme de Bézout, E, et E,,, sont premiers entre eux . . Notons que c'est également vrai pour n=0 (car
0Al=1).

7.c) Pour m fixé, on montre que pour tout n e N*, 2 (n) : E,,,,, = E,E,41 + E,_, F,, par récurrence d'ordre 2
sur n.

« Sin=1,c'estvrai: E,,, = F,,, +0 et pour n =2, on retrouve la définition de la suite de Fibonacci.

« Soit n>1 pourlequel c'est vrai aux rangs n et n+1. Alors E,,, 12 = Epini1 + Enen- PUIS, par hypothése de
récurrence,

Fm+n+2=Fn+1Fm+l+Fr1Fm+FrLFm+l+Fn71FmZ(Fn+1+Fn)Fm+l+(Fn+Fn71)Fm=Fn+2Fm+l+Fn+1Fm

ce qui établit la récurrence.

Finalement pour fout neIN* on a | E,,,, =F,F, .1+ F,_F,.

On aurait aussi pu raisonner par récurrence simple sur m en faisant varier n dans I'hypothése de récur-
rence et en utilisant le fait que Kyi1y4n = Fpt(nr1)-

Avec m=n—1, on obtient directement E,_;=F?+FZ> , puisavec m=n,
bp=FEn+EE=E(F+F_)+F_F
donc B, =F?+2F,F,,.
7.d) SimeN et nelN*, en utilisant la question précédent et la propriété d'Euclide,
Epin NEy = (Fpon — B B )N Ey = (B, )N F, = Fy A By

carsianb=1alors(ac)Ab=cAb se voit par exemple avec la décomposition primaire : les diviseurs premiers
de a n'apparaissent pas dans la décomposition de b donc dans celle du pgcd.
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Autre solution : d'apres la question précédente, tout diviseur commun & E, et F,, est un diviseur commun
d F,,,, et F,. Réciproquement, tout diviseur commun & E,,, et E, divise F,_ F,, en étant premier avec F,_,
car E, I'est, donc par lemme de Gauss, est un diviseur commun & E,, et E,.

Ainsi, E,,,AF,=F,AF,.

7.e) Parrécurrence, on a donc que pour fout g eIN tel que m—ngelN, 2(q) : « F,AF,=F,AFy_,q.
En effet, pour g =0 c'est évident. Posons g = 0 pour lequel c'est vrai, alors

FE.NE,=F, /\Fm—nq = Em—n(q+1])+n NE,=F, /\Fm—n(q+1)

d'apreés le résultat précédent, ce qui établit la récurrence.
On en déduit en particulier que | E, AE,=F,AFE, ouU r est le reste de la division euclidienne de m par n.

7.f) Enutilisant le résultat précédent et en appliquant I'algorithme d'Euclide d m et n, on en déduit que
E, NEy = Eypn Ny = Foypn-

7.9) Soitn>2.

« Si E,|F,, dlors E, = F, A E,, = F,,,,. Mais comme (F,) est strictement croissante & partir du rang 2, soit
nAm=1soit n=nAm.Le premier cas est exclu car F, #1 et le deuxieme cas donne n|m.

« Réciproquement, si nlm, n Am=n donc F, AF, = F, donc E,|E,,.

Finalement, sin>2, F,|F, < n|m.

7.h) On suppose que F, est premier avec n>5 et que d > 1 est un diviseur de n.

D'aprés la question précédente, sid > 2, F;|F, donc, comme FE, est premier, E; = F, puis d = n vu la stricte
monotonie & partir du rang 2.

Si d =2, on peut appliquer le méme raisonnement d’ > 2 tel que n =2d’ qui donne d’ = n ce qui est

contradictoire.
On en déduit donc que  n est premier et impair  (car au moins égal  5).

Enfin on vérifie que parmi K, F, E. E et F, seuls E et E, sont premiers, ce qui termine de répondre d la
question.

7.i)) =21 est bien le premier terme divisible par 7.

Comme 7|F, et comme les diviseurs du pgcd sont exactement les diviseurs communs,
7|F, <= 7|F,AF,=F,,s d'apres 7.f.

Comme nA8<8, d'aprés ce qui précéde, | 7 divise F, ssi nA8=1 ssi n est un multiple de 8. .

8. Soit neIN*. On calcule, par télescopage,
Zsz—l = Z(ch —by—) =Z(sz —EBjy)=E,— K
k=1 k=1 k=1

donc FE+E+--+E,=E,.

9. Il s’agit d'une suite vérifiant une relation de récurrence linéaire d'ordre 2 & cceefficients constants,
d'équation caractéristique r2—r—1=0 dont les racines sont ¢ et v =—%.
Donc on a A, B €R tels que pour tout n e N, F, = Ap" + By". En fraduisant que F, =0 et F =1, on obtient

_ _ 1
A—_B—Tg-
(pn_l/)n
Finalement, pourtout neN, F, = -————.
P Y 7

n

10. Comme p>1,-1<y<0donc yY" —0 ¢ —+oo donc Y est négligeable devant " et F, ~ %

En particulier, F, — +o0.
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Il. Infermeéde : un dénombrement

1. Pour recouvrir un rectangle de taille 2 x (n+2) par des rectangles de taille 1 x 2, on a deux possibilités
disjointes :

« Soit on commence par un rectangle vertical et il reste & remplir un rectangle de taille 2x (n+1),

« Soit on commence par deux rectangles horizontaux et il reste & remplir un rectangle de taille 2 x n.

Cela fraduit le fait que | a, ., = a4 +a,.

2. Comme a,=0=FK, a,=1=F, et comme la relation de récurrence est la méme, on en déduit que
pour tout neN, a,=F,. (parrécurrence)

IIl. D’apres CCP MP 2016 : un intermede informatique

[ [
1 def gcd(a, b): e Py‘rhon 1 def euclide_rec(a, b): e PyThon
2 "renvoie le pgcd de a et de b." 2 if b == 0:
3 pged = 1 2. 3 return a
1. 4 for d in range(2, min(a, b) + 1): 4 else:
5 if a%d==bY%d==0: 5 return euclide_rec(b, a % b)
6 pged = d
7 return pgcd
3.a) 8=5x1+3;5=3x1+2;3=2x1+1;2=1x2+0

3.b) E,.,=F,, +E, avec E,<FE,,, sin>2d'aprés |'étude de la partie I.

Donc | le reste de la division euclidienne de F,, par F,,, est F,.

Il faudra donc n — 1 divisions euclidiennes pour arriver  F, = 3 = E+E = 2+ 1 et donc
n divisions euclidiennes dans le calcul du pgcd de F, ., et F,,; par|'algorithme d’Euclide.

3.c) Onadonc u, =n et v, =2(F,,—1) car pour tous les entiers entre 2 et F,,,, il y a deux restes de

division euclidienne calculés. Comme v, ~ —p" avec p>1, u,=o0(v,).

V5
@ 5. En utilisant I'associativité  du cd,
| def £ibo(n): ® Python ', LS
z a, b=20,1 1 def gcd_trois(a, b, c): e Python
4. |3 for i in range(n): 2 "renvoie pgcd(a, b, c)"
4 # ici, a = F_i et b = F_(i+1) 3 return euclide(euclide(a, b), c)
5 a, b=>b, a+b
6 return a

IV. Le Théoréme de Lamé : nombre d’étapes de I'algorithme d’Euclide

1. | Lasuite des restes (r)iso €5t suite d'entiers naturels strictement décroissante, | donc elle est finie.

2. Onar,_i=(@Ab) gy +0, 1,y >r,=aAb>0donc g, >1soit g, =2 carc’estun entier.
rm=aAb>1=FE et r,_,>E=2 carsinon r,_; =1 est le dernier reste non nul.

3. g est défini pour k=2, et si k €[2,n], r. > r_1 > 1y (par divisions euclidiennes si k> 2, et cara > b si
k=2).Donc ri_1qr =r_o— 1. >0 et comme r,_; 20, g, >0. Comme il s’agit d'un entier, g, >1 ..

On montre ensuite par récurrence (finie) d'ordre 2 que Vke[2,n+2], rpoi = FE.

« C'est vraisi k=2 ou 3 d'aprés la question précédente.
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« Si, pour un k € [3,n+1], c'est vrai aux rangs k et k—1, ryio (k1) = ikl = Tn—k+2 * Gnk+3 + Tn—k+3 AVEC
Gn-r+3 = 1 d'aprés la question précédente. Donc, comme tout est positif, et par hypothése de récur-
reNce, Tyio—(k+1) = Mn—k+2 + Mn—k+3 = B + Fe—1 = F, €€ qui établit la récurrence.

4. Sil'algorithme d’'Euclide pour a > b s'effectue avec n divisions (les membres de gauche sont ry, ry,..., 1
et r,.1 =0) alors r, =aAb et d’apresla question précédente, a=r1,=r,,0-_(412)> Fii2 €1 b =11 =110 (1) > Fpi1-

5. Onadlors b= F,,, = ¢" ! d'apres la partie I. Donc (n—1)Inp <Inb. Et comme n est entier, (et ¢ > 1),

n<1+|gL].
6. On déduit de la question précédente que, si b est le plus petit des deux,

n<l +[logwb-lfr‘l—1;J < 1+5|log,, b| par croissance de la fonction partie entiere. Or le nombre de chiffres

de b est N =|log,, b|+1.Donc n<5N.
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