MP2I
Corrigé du Devoir Libre n° 13*

Premiére partie : une formule de Legendre

1. Compter les multiples de p* compris entre 1 et n, c'est compter les £ € N tel que 1< p*l < n ce qui

équivaut d 1<£< I%J Il'y a donc exactement {p J multiples de p* compris entre 1 et n.

2. Or p étant un nombre premier, et donc non « sécable » (ou encore s'il divise un produit alors il divise
I'un des termes), compter les apparitions de p dans la décomposition primaire de n!=1x2x---x n renvient
a

« compter les multiples de p entre 1 et n, qui apportent chacun un facteur p,

« puis compter les multiples de p? entre 1 et n, qui apportent chacun un facteur p de plus,

» pUis compter les multiples de p? entre 1 et n, qui apportent chacun un facteur p de plus,

= efc.

Vu le résultat de la question précédente, on en déduit que vAn!)zZ{ﬁJ .
k=1

Autre rédaction possible : on peut dénombrer les entiers entre 1 et m ayant une valuation p-adique
exactement égale & k € IN : il s'agit des multiples de p* qui ne sont pas multiples de p**! et qui sont au
nombre de [p—ﬂj—[ﬁj d'ouU la formule (les sommes étant toujours faussement infinies)

o=k (et )2 [ 2o e -2

k=1

Cette somme est bien finie |cc1r ﬁ ——0.Doncl’ en’rler{ nk J finit par étre nul, dés que % < 1soit n < p*

k—-+00

< In
c'est-a-dire k > —n.
Inp

1
Donc | I'indice du dernier terme non nul est k = {%J

Deuxiéme partie : une inégalité de Tchebychev

3.a) Ona (me+ 1) =( am+1 ): (2m+ 1) et d'aprés la formule du bindme de Newton,

2m+1—m m+1
2m+1
22m+1 (1+1)2m+1 Z 2m+1 > 2m+1 + 2m+1 i 2m+1
pr k m m+1 m
2m+1
donc ( )<22’":4m.
m

2 1
3.b) Sip estunnombre premiertel que p e[m+2,2m+1], comme (2m+1)! =( mm+ )m!(m+1)! est divisible

. .. 2m+1 . - . -
par p, mais pas mi(m—1)! vu que m+2< p <2m+1, | p divise ( m ) (soit en ufilisant la décomposition

primaire, soit avec le lemme de Gaul comme p A(m!(m+1)!)=1.)
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2m+1 . . ;.
Alors p < m )<4’" d'apres la question précédente.

< (
m+2<p<2m+1 m

4. On montre par récurrence forte sur n>2 que l_lp <471,

psn

Initialisation On a bien 2<2 pour n=2.
Hérédité Sil'inégalité est vraijusqu'au rang n—1, pourun n =3,
= Soit n est pair et donc non premier et l—[p = l_[ p <4"2<4"! par hypothése de récurrence.
psn psn—1
« Soit n est impair et s'écrit donc n=2m+1 avec m € IN*,
Alors l—[p = l_[ p= l_[ p l_[ p < 4M.4m = £2m = 41 par hypothése de récurrence et

psn p<2m+1 psm+l  m+2<p<2m+l1
guestion précédente.

5. Six>2 dlors | [p=] | p <4 <4*—1d'aprés la question précédente. Donc | [ [p <4+,

psx p<lx] p<x

Troisieme partie : un lemme technique

6.d) SixeR*, 2x—1<[2x|<2x et x—1<|x]<x donc —2x<—-2|x]<2-2x.
Onadonc —1<[2x]—2|x]<2 et comme ce sont des entiers, | [2x]—2|x|€{0,1}. |

2 2
6.b) Soit p un diviseur premier de ( :) Comme (2n)! :( nn)nlz, p divise aussi (2n)!, et donc un des termes

du produit car c’est un nombre premier. Ainsi

2 s . .
6.c) Comme (2n) = (:)nlz, avec les proprietés connues des valuations p-adiques,
| | | | N 2n n ! =
vp((2n)) = m, +2v,(n!) donc m, = v,((2n))—2v,(n!) = ZQWJ—Z{WD d'apres la formule de Legendre. Le
k=1

. . . In(2
premier terme devient nul dés que n > N = { Illr(uj)

. 1
J et le deuxieme s'annule pour n > {%’;)J et donc a

N
2
fortiori pour n > N. Finalement, on a bien | m,, =ZGP—ZJ—2{%D
k=1

6.d) Soit p est un nombre premier vérifiant v2n < p <2n. Alors p? > 2n et pour tout k > 2, p* >2n donc
n _2n 2n n . 2n n
—S—=<1 donc {—kJ—Z{—kJ =0. Ainsi m,, ={—J—2{—
p p p p p p

Jdonc m, €{0,1} |d'aprés a.

. . - 2
6.e) Sip est un nombre premier vérifiant 3" <p<n,alors

n 3 2n 2n n
n l1<—<-ef2<—<3donc {—J—z{—J:z-z:o,
p 2 p p p

. n _2n
l$|k>2,—k<—k< 1
p p p*-

Ainsi, tous les termes de somme définissant m,, sont nuls et| m

2
<1corp>§n>2 donc p¥'>p>3. Donc{%le—Jzo.

=0.

p

. In(2n)| In(2n)
<SN= < Mp M L 2n.
6.f) Ona, vulesquestionsa.etc., m, <N { Inp J Inp donc Inp™ <1In(2n) donc
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6.g) La décomposition primaire et la question b. donnent

()= TLem= T1 e T1 o T1 o T] o

2<ps2n 2<p<V2n V2n<p<in Zn<p<n n<p<2n
Or,
« d'apres e., l_[ p™=1,
§n<p<n
«dapresd., [ ™ [] < [] P[] v»
m<p<§n n<p<2n m<p<§n n<p<2n
« d'aprés f., l_[ p™r < l_[ 2n= l_[ 2n < (2n)lV2n < (2n)V2nH
2<p<V2n 2<p<V/2n 2<p<|v2n|

2n
Finalement, <(2n)ver! .
inalemen (n) (2n)¥ || p || p

V2n<p<in n<ps2n

. 2n 4"
7. On montre par récurrence sur n € IN* que ( )> o |
n n

. 2
Initialisation On a bien (1) =222 pourn=1.

n

;s g o 2n 4
Heredité Sipourunn=>1, ( " )2 o alors

(2n+2) _(@2n+2) (2n+2)(2n+1)(2n) _4"2n+1)_ 4"-2n _ 4''n

n+l ) (n+1)2  (n+1p n )ik nin+l) ~ nn+1) 2m+1)

ce qui établit la récurrence.

On peut aussi démontrer ce résultat sans récurrence : on vérifie par un simple calcul que si1< k < n,

2n 2n ... [2n 2n L. 2n 2n
(k—l) < ( k) et par la symétrie ( 8 ) = (Zn—k)' on en déduit que (n) est le plus grand des ( k) pour
k €[0,2n].

2n 2n—1
2 2 2 2 2 2
Alors 4" =22" = E ( ;):2+ E ( ]:l) <2+(2n—1)( :) nfo( :)+(2n—1)( :)=2n( :) ce quiredonne bien

k=0 k=1
2n 4"
z—.
n 2n

. 2n \ ;. .
8. Finalement, | 4" <2n( )<(2n)m l_[ p l_[ p | d’apres les deux précédentes questions, et on
" JZn<p<in n<p<en

obtient le résultat attendu.

Quatrieme partie : le postulat de Bertrand

9. Onremargue que chacun des nombres premiers donnés est entre le précédent et son double (ce
qui montre que le postulat est vrai pour tous ces nombres premiers, sauf le dernier).

Appelons py, ..., p11 cesnombres premiers. Pourfout2< n <630, onaitelque p; < n < p;y. Alors p; <2p; <2n
et p;,1 est bien dans l'intervalle |n,2n].

Comme le postulat est également vrai pour n=1, | il I'est pour tout n tel que 1< n <630. |
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10.a) D’'aprés la partie précédente et en utilisant I'inégalité de Tchebychev, comme n >3,

4" < (2n)Y?" l_[ p-PnS(Zn)ml_[p.Png(zn)m.zlén—l,png(zn)m.zlgn'l)n

VZn<p<in p<in
d'ov on fire | B> -
ou on Tire PH/W .
6Inx

10.b) Soit f:x— Pt
R . L . 2
D'apres la question precédente, InP, > ?nan—ZVann\/Zn.

2
Donc InP, > ?n (In2— f(v2n)). Comme de plus 2°=32> 30, 30In2 > 61n30 donc In2 > £(30).

Ainsi, | InP, > 2?" (In2—f(v2n))> 2?” (FB30)—f(v2n)).

1-Inx

10.c) f est dérivable sur R* et f':x—6

Donc | f croit sur ]0,e] et décroit sur [e, +ool.

10.d) Comme de plus n =450, v2n >30>e et £(30)> f(v2n) d’aprés la question précédente.
La minoration de la question 10.b donne alors In P, >0 donc P, > 1 donc il existe un nombre premier p tel
que n<p<2n.

| Le postulat de Bertrand est vrai pour fout n € IN*,
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