Extrait du programme officiel :

Les objectifs de cette section sont les suivants :

20

Espaces vectoriels

— acquérir les notions de base relatives aux espaces vectoriels et G I'indépendance linéaire ;

— définir la notion de dimension, qui décrit le nombre de degrés de liberté d’un probleme linéaire; on insistera sur les méthodes
de calcul de dimension et on fera apparditre que ces méthodes reposent sur deux types de représentation : paramétrisation
linéaire d’un sous-espace, description d’un sous-espace par équations linéaires;

— présenter quelques notions de géomeétrie affine, afin d’interpréter géométriquement certaines situations.

En petite dimension, I'intuition géométrique permet d’inferpréter les notions de I’algébre linéaire, ce qui facilite leur extension au

cas général; on en tirera parti par de nombreuses figures.

Le corps K est égal d R ou C. Tout développement théorique sur les espaces de dimension infinie est hors programme.

A - Espaces vectoriels

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Espaces vectoriels

Structure de K-espace vectoriel.
Produit d"un nombire fini de KK-espaces vectoriels.

Espace vectoriel des fonctions d’'un ensemble dans un espace
vectoriel.

Famille presque nulle (ou a support fini) de scalaires, combinai-
son linéaire d’une famille de vecteurs.

Espaces K", K[X], Ay,pK).

Espace K2, cas particulier KN,

On commence par la notion de combinaison linéaire d’une fa-
mille finie de vecteurs.

b) Sous-espaces vectoriels

Sous-espace vectoriel : définition, caractérisation.

Intersection d’une famille de sous-espaces vectoriels.
Sous-espace vectoriel engendré par une partie A.

Sous-espace nul. Droite vectorielle.
Plan vectoriel de R3.
Sous-espace K, [X] de K[X].

Ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne.

Notations Vect(A), Vect(x;) e
Tout sous-espace vectoriel contenant A contient Vect(A).

c) Familles de vecteurs

Famille (partie) génératrice.
Famille (partie) libre, liée.

Base, coordonnées.

Ajout d’un vecteur & une famille (partie) libre.
Liberté d'une famille de polyndmes & degrés distincts.

Bases canoniques de K", .y, K), K, (X1, K[X].
Bases de polyndmes & degrés échelonnés dans K[X] et K, [X].

d) Somme d’un nombre fini de sous-espaces

Somme de deux sous-espaces.

Somme directe de deux sous-espaces. Caractérisation par I'in-
tersection.

Sous-espaces supplémentaires.

La somme F + G est directe si la décomposition de tout vecteur
de F+G comme somme d’un élément de F et d’un élément de
G est unique.

On incite les étudiants & se représenter des espaces supplémen-
taires par une figure en dimension 2 et 3.
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B - Espaces de dimension finie

CONTENUS

o
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CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Existence de bases

Un espace vectoriel est dit de dimension finie s'il possede une
famille génératrice finie.

Si (xi)1<ign ©Ngendre E et si (x;) ;5 est libre pour une certaine par-
tie I de {1,...,n}, alors il existe une partie J de {1,...,n} contenant
I pourlaguelle (x;) jey est une base de E.

Existence de bases en dimension finie.

Théoremes de la base extraite (de toute famille génératrice on
peut extraire une base), de la base incompléte (foute famille
libre peut étre complétée en une base).

b) Dimension d’un espace de dimension finie
Dans un espace engendré par n vecteurs, foute famille de n+1
vecteurs est lige.

Dimension d’un espace de dimension finie.

Dans un espace de dimension n, caractérisation des bases
comme familles libres ou génératrices de n vecteurs.

Dimension d’un produit fini d’espaces vectoriels de dimension
finie.

Rang d’une famille finie de vecteurs.

Dimension de K", de Ky[X], de .y, (K).

Dimension de I'espace des solutions d’une équation différen-
fielle linéaire homogéne d’ordre 1, de I'espace des solutions
d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 & co-
efficients constants, de I'espace des suites vérifiant une relo-
fion de récurrence linéaire homogéne d’ordre 2 & coefficients
constants.

Notation rg(xy,..., xz).

c) Sous-espaces et dimension

Dimension d’un sous-espace d’un espace de dimension finie,
cas d’égalité.

Dimension d’'une somme de deux sous-espaces : formule de
Grassmann.

Tout sous-espace d’un espace de dimension finie posséde un
supplémentaire. Caractérisation dimensionnelle des couples de
sous-espaces supplémentaires.

Base adaptée & un sous-espace, A une décomposition en
somme directe de deux sous-espaces.
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Dans tfout le chapitre, K désigne un corps commutatif (R ou C au programme).

n STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

Il Définition

Définition 1 : Loi de composition externe

Soit E un ensemble et K un corps. On appelle loi de composition externe sur E toute application

KxE — E
. 1x) — A-x
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Définition 2 : K-espace vectoriel

On appelle espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel fout friplet (E,+,-) tel que

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

m E estun ensemble, + est une loi de composition interne sur E et - est une loi de composition externe
sur E.

(E,+) est un groupe abélien d’élément neutre noté 0.

Pseudo-distributivité & droife :

VApelk, VXeE, A+p) -X=1-X+pu-Xx.
m Pseudo-distributivité & gauche .
VAeK, VX, J€E, A-(R+7)=A-Z+A-7.

m Pseudo-associativité :
VAueK, VIeE, (Axp-X=A1-(u-%).

m Pseudo-élément neufre : V%€ E, 1x-%=X.

Remarques 1

R1- Leséléments de E s’appellent vecteurs (et ne se notent pas nécessairement avec des fleches) et les éléments
de K sont les scalaires.

R2 - Un espace vectoriel n'est jamais vide : 0 € E. Si K est infini et si E # {0g}, alors E est infini.

Exemple 1
Les vecteurs du plan ou de |'espace forment des espaces vectoriels sur R.

Définition 3 : Famille presque nulle, combinaison linéaire

On appelle famille presque nulle de scalaire tout famille (1;);¢; telle que A; #0 pour un nombre fini de
vecteurs seulement. On note K? I'ensemble des familles de scalaires presque nulles.

Si %,...,%, sont des vecteurs de E, on appelle combinaison linéaire de %,,...,%,, tout vecteur de la
forme A1%; + -+ 1,,%, oU (Aq,...,4,) € K"

La définifion s'étend aux familles infinies de vecteurs en n’ayant qu’un nombre fini de scalaires non
nuls : foute combinaison linéaire est nécessairement finie (d’ou I'intérét des familles presque nulles de
scalaires).

Si F = (X;);e;. l€s combinaisons linéaires d’éléments de % sont les Z?Liic’i ol (A7) ey e KD,

iel

Propriété 1 : Stabilité par combinaison linéaire

Un K-espace vectoriel est stable par combinaisons linéaires : foute combinaison linéaire de vecteurs
d’un K-espace vectoriel E est encore dans E.

Propriété 2 : Produit cartésien de K-ev
Si (Ely +, ))'“)
w'a

avec les lois coordonnée & coordonnée : siAe K et (%,...,%n),(X],...,X),) € Ey x--- x Ey,

E,, (+), (-)) sont des IK-espaces vectoriels alors (E; x --- x Ep, +,-) €st un IK-espace vectoriel,
n n

X4+ X, X e +?c;l) et )L-(ic’l,...,ic’n)z(A(-)fcl,...,/l . 5&,,)
1

(Fy,.o, X)) + (%, %) =
s En) + (B 30) o My

ESPACES VECTORIELS - PAGE 4 SUR 22


https://mp2i.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 31 MARS 2023

Démonstration

Les propriétés sont héritées directement de celles des E; : il suffit de les écrire.
On a en particulier Og, x...xg, = (0g,,...,0,).

Propriété 3 : Fonctions a valeurs dans un K-ev

Si X est un ensemble non vide et (F, 5 ﬁ) un K-espace vectoriel, alors (FX, +,-) est un K-espace vectoriel

avec les lois habituelles sur les fonctions : siAe K et f,g e FX, alors
f+g:x+—>f(x);cg(x)

A-f:x»—»Ai:f(x)

Démonstration

De nouveau, les propriétés sont héritées directement de celles de F : il suffit de les écrire.
On a en particulier 6.x est la fonction constamment égale & 0.

Propriété 4 : Espaces vectoriels classiques

Sont des IK-espaces vectoriels :

m (K + %), m (KX, +,-) pour tout ensemble X,
m (K", +,) pourtout ne N, m (K[X],+,-).
m (KN +,), n (KO, +,9).

(C, +, x) est un R-espace vectoriel, et, plus généralement, si KK est un sous-corps de 1L, alors (IL, +, x) est
un K-espace vectoriel.

E Premiéres propriétés
Propriété 5
Soit E un K-espace vectoriel, A,uc K et X,y € E.

() A-(-F)=A-F—A-7. (iv) Ok -%=0p.
(i) A-0p=0g. (V) A- (%) =-A-T=(-1)-%
(fiy A=pw)-X=A-X—p- (V) A-%=0p < A=0g ou ¥=0p.

s

Démonstration

() AX=A(Z-F+7)=A(Z-F)+AF. (V) O =0¥=A-NE=AZ+(-)X

(i) Mp=AFE-%) =A%-A%=0g. et0p=A0g=A(F-X) = AT+ A (-%).

(i) AX=@A-p+mi=NA-WI+px. (Vi) () déjavuet (=) :si1-=0g et 1#0y, alors A est
(iv) O-T=(A—-ANF=A%-AZ=0p. inversible et 0=1"1(A%) = (A1) % = %.
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Sous-espace vectoriel

Définition 4 : Sous-espace vectoriel

Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel et F une partie de E.
On dit que (F +,-) est un sous-espace vectoriel de E lorsque (F + 2, k< r) €5t un K-espace vectoriel.

Propriété 6 : Caractérisation des sous-espaces vectoriels

FcE

, F#@ (0g€cF)
F est un sous-espace vectoriel de E < |«
VX, yeF, X+J€F

VAelK, VXeF AXeF
FcE

F#@ (OgeF)

VAeK, VX, yeF X+AyeF

— <

(F stable par combinaisons linéaires)

Démonstration

Comme pour les sous-groupes et les sous-anneaux : les propriétés sont héritées de celles sur E, seule la stabilité
de F par combinaisons linéaires est nécessaire. [ |

Exemples 1

E1- {0g} ef E sont des sous-espaces vectoriels de E appelés sous-espaces triviaux de E.
E2- €F(X,K), B(X,K) sont des sous-espaces vectoriels de KX,
E3— F={(x,5,2 eR3|2x+y—-4z=0} est un sous-espace vectoriel de R3 : c’est un plan vectoriel.

Remarque 1

Représentation des sous-espaces vectoriels : On représente les sous-espaces en petite dimension par des points,
plans ou droites. lls contiennent les extrémités des vecteurs dont I'origine est toujours prise au méme point (repré-
sentant 0). Le seul point est 0.

Propriété 7 : Les sous-espaces vectoriels K, [ X]

Pour fouf ne N, IK,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

Démonstration

C’est en effet une partie non vide de K[X] stable par combinaison linéaire. [ |
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ﬂ Intersection de sous-espace vectoriel

Propriété 8 : Intersection de sous-espaces vectoriels

Soit (Fy)ier une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors (] F; est un sous-espace vectoriel de E.

iel

Démonstration

C'est en effet une partie non vide de E (continent 0g) stable par combinaison linéaire (car les F; le sont). [

Remarque 2

’ Fu G est un sous-espace de E si et seulement si Fc G ou G F. ‘

Si FUuG est un sous-espace de E etsi F¢ G, alorsona e Ftelque X¢ G et si ye G, ¥+ y e FuG car sous-espace et
comme X¥=(¥+7)-y¢G, ¥+y¢Gdonc ¥+yeFet y=(¥+y)-Xe Fdonc G F.

H Sous-espaces vectoriel engendré par une partie

Définition 5 : Sous-espaces vectoriel engendré par une partie

Soit E un K-espace vectoriel, AcE.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par A le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
A

On le note Vect A ou Vect A.
Si F=Vect A, on dit que A engendre F ou que F est une partie génératrice de F.

Remarques 2

R1- On définit aussi, pour une famille (;);.; de vecteurs, Vect(%;);.; = Vect{; ; i€ I}.
R2 - Vect@ = {0g}.

Propriété 9 : Caractérisation d’un Vect

Soit E un K-espace vectoriel, Ac E.

() VectA= [\ F.
F seX ge E

(i) Vect A est I'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A :
VectA={MX1+ -+ Ap%p; nelN %, X € A My,..., Ay e K}.

(iify Si A={%,...,%,} est finie,

1

P
Vect{?cl,...,k’p}:Vect(?cl,...,k’p):{ Ai%i; (Al,...,/lp)E]Kp}.
-0

C’est cette derniere écriture qui est le plus utile dans la pratique.
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Démonstration

@ (1 F est bien un sous-espace vectoriel contenant A.
F se/\{ ge E

Réciproquement, si F est un sous-espace vectoriel contenant A alors il contient  F
F seX ge E

Il s"agit bien du plus petit sous-espace vectoriel contenant A.

(i) On vérifie facilement que {A1% +---+ A%y ; neIN*,%1,..,Zn € A Ay,...,Ap e K} est un sous-espace vectoriel
contenant A par caractérisation.

Réciproquement, tout sous-espace vectoriel contenant A contient nécessairement

{11551+~“+/1n55n ; nE]N*,.?C'l,...,J_(’ZnEA,/ll,...,/lnEJK}.

Exemples 2:Dans R?, R3
E1- Dans R?, Vect(1,1) = Vect((1,1)) = Vect{(1, 1)} = {(x,x) ; x€ R} = R(1,1) : on parle de droite vectorielle engendrée
par (1,1).

E2 - R? est engendré par ((0,1),(1,0)).

E3— Dans R3, #t=(1,2,1) et ¥ =(~1,0,3), P = Vect(u, v) = {(A -, 24, A +3) ; (A, w) € R?}. Il s’agit d’un plan vectoriel.

fg Méthode : Passer de famille génératrice & équations

On résout le systeme donné par le paramétrage fraduisant le caractére générateur de la famille en égalant les
coordonnées : il y a plus d’équations que d’inconnues.

Les premieres servent & déterminer les parameétres du systeme, les autres formes des équations de notre sous-
espace aprés élimination des parametres.

Exemples 3 : Passage de famille génératrice & équations

E1— On reprend P = Vect(u, v) = {(A— w24, A+3p) ; (A, w) e R?}. Tout (x,y,2) € P s'écrit (x,y,2) = (A — 1,24, 1 +3u) avec

A, eR?, Or
A - pu = x A=yl2
21 = y S\ pu=-x+vyi2
A+ 3u = z z=2y-3x

Donc P={(A—w,24,A1+3w ; L, ue R} ={(x,y,2) ; 3x-2y+z=0}.
On dit que 3x -2y +z =0 est une équation de P.
E2 - Déterminer un systéme d’équations de D = Vect{(1,2,3)}.

5 Méthode : Passer d’équations a famille génératrice

Pour passer d’une systeme d’équations décrivant un sous-espace vectoriel & une famille génératrice de celui-
ci, on résout le systeme formé par les équations : certaines coordonnées vont alors s exprimer en fonction d’autres
qui vont devenir des parameétres et donner une famille génératrice.

Exemples 4 : Passage d’équations a famille génératrice

E1- Soit P={(x,y,2) e R3; 2x—y+3z=0}.

(x,y,2) € P = (x,y,2) = x(1,2,0)+z(0,3,1)
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donc P =Vect((1,2,0),(0,3,1)).
E2 - Déterminer un vecteur générateur de D ={(x,,2) e R3 | 4y~ z=0et x—2y +3z =0}.

Exemples 5 : D’autres exemples de famille génératrice

E1- {x— ax+bx?; (ab) e R?} = Vect(id, x — x?).
{x— acosx+bsinx+ce* ; (a,b,c) e R3} = Vect cos, sin, exp).

E2 - C=Vectg(1l) = Vectr (1,i).

E3 - Ky[X]=Vect(L,X,...,X") et K[X] =VeCt(Xk)k€]N'

Onremarque que K[X] = | J K,[X]: réunion infinie de sous-espaces vectoriels imbriqués. Ce n’est pas contra-
nelN
dictoire.

E4 — Parla décomposition en éléments simples,

C(X):Vectc({X";nE]N}u{ n;a(—:C,nE]N})

1
X-a)

et

R(X):Vect]R({X”;nelN}u{ ;ae]R,ne]N}

1
X-an

U{m;p,(]ER, ne]N, p2<4q}

U{m;p,qER, nelN, p2<46]}

E5 — Solutions d’'une équation différentielle linéaire homogéne d’'ordre 1: ay’ + by = 0. #y :Vect(x—» e/ 5) (droite
vectorielle).

Solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 & ccefficients constants : ay” + by’ + cy =0.
Sy = Vect (x — e, x — e"2¥) ou Vect (x — xe’™, x — e’*) ou Vect (x — cos(wx)e®*, x — sin(wx)e**).

E6 — Suite récurrentes vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 1 a coefficients constants : wu,,,1 = auy,.
Plus simplement : suites géométriques. .# = Vect((a"),.y) (droite vectorielle).

Suite récurrentes vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 & ccefficients constants :
Upt1 = aup+buy_. & :Vect((rl”)neN,(rZ")nem] ou Vect ((r") ey » (n1™) yepy) OU Vect ((cos(nB)p™) e (sin(n6)p™) ey )-

Propriété 10

Soit E un K-espace vectoriel, F sous-espace vectoriel de E, A,B € P (E).
() VectAcF<= AcF<=VXeA, X€F.
(i) VectA= A< A sous-espace vectoriel de E.
(iify Si Ac B, alors Vect A c VectB.

Démonstration

Tout cela repose sur le fait que Vect A est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A.
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fg Méthode : Egalité de Vect
Pour montrer que Vect A = Vect B, on montre que

AcVectB

puis que
B cVect A.

Remarque 3

Ainsi, Vect (%, ) = Vect (@I, D) si et seulement si et j sont combinaisons linéaires de i et 7 et & et 7 ont combinaisons
linéaires de x et y.

Exemple 2

Vectq (x —el* x— e_ix) = Vectq (cos, sin).

H Familles de vecteurs

Définition 6 : Familles liées, libres, génératrices, bases

Soit E un K-espace vectoriel, ne N*, & = (%1,...,%,) € E",

m La famille & est dite liée (ses vecteurs sont dit linéairement dépendants) lorsqu’il existe une combi-
naison linéaire non triviale de ses vecteurs égale au vecteur nul :

n
I, A0) €eKM\{(O,...,00}, Y A% =0g
i=1

m Lafamille & est dite libre (ses vecteurs sont dit linéairement indépendants) lorsqu’elle n’est pas liée,
c’est-0-dire que toute combinaison linéaire de ses vecteurs égale au vecteur nul est triviale :

n
YA A eK", Y A% =0g=Vie[l,n], 1;=0.
i=1

m La famille & est dite génératrice de E (ou engendre E) lorsque fout vecteur de E est combinaison
linéaire de ces vecteurs : ;
VI€E, 3(Ay,...,AneK", =) 1%
i=1

c’est-a-dire E = Vect &,
m La famille & est une base de E lorsqu’elle est libre et génératrice dans E.

Toutes ces définitions s'étendent aux familles infinies, les combinaisons linéaires restant toujours finies
(les suites de coefficients (1;); sont presque nulles).

Remarques 3
R1 - Les couples de vecteurs liés sont les couples de vecteurs colinéaires, les triplets de vecteurs liés sont les triplets
de vecteurs coplanaires.
A Non colinéaires deux & deux ne suffit pas!

Par exemple, dans R3, les vecteurs % = (1,0,0), = (0,1,0) et Z = (1,1,0) sont non colinéaires deux & deux et
pourtant, ils sont coplanaires donc linéairement dépendant.

R2— A Dire que X et 7 sont colinéaires, c’est dire qu’il existe (A, ) # (0,0) tel que AX + uy = 0, c’est-a-dire qu'il
existe 1 e K tel que =A% OU que % = 0.

R3 — Une famille contenant 05 est toujours liée.
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Exemples 6
E1- Dans R3, la famille ((1,1,0),(0,1,1)) est libre. La famille ((1,1,0),(0,1,1),(0,1,0)) est une base de R3.
E2- Lafamille (1,cos,sin, cos(2-),sin(2")) est libre dans RE,
E3— Lafamille (x— x"), .y est libre dans RE.

Propriété 11 : Famille de polyndmes a degrés étagés

Toute famille de polynémes et & degrés étagés (c est-a-dire deux & deux distincts) est libre.

Démonstration

Si F = (Py,...,Py) famille de polyndmes non nuls & degrés étagés, avec degP; < degP;, 1 et 11,...,A, € K fels que
/llPl +"'+/1npn =0]K[X]'
Si, par I'absurde, I'un des A; n‘est pas nul, soit p = max{i € [1,n] | A; #0}. Alors

—ApPp=711P, +"'+/1p—1Pp—1

deg<degPp
avec A, #0, ce qui est contfradictoire. Donc A =---= 1, =0 et la famille est libre.
La démonstration s’étend au cas des familles infinies, les combinaisons linéaires étant toujours finies. [ |

Exemple 3
(X™) e € Plus généralement ((X - a)"),, . sont libres et méme des bases de K[X] d’aprés la formule de Taylor.

Définition — Propriété 1: Coordonnées dans une base

B =(é,...,e,) est une base de E si et seulement si

-

VXeE, A(x1,...,x,) EK"?, X=x181++Xx,8,.

Le triplet (xi,...,x,) est appelé n-uplet des coordonnées de ¥ dans la base 2.
Cette définition s’étend au cas ou % est infinie, les famille des coordonnées étant presque nulles.

Remarque 4
Unicité = libre, existence = génératrice

Démonstration

Le caractéere générateur équivaut a I'existence.
S'il y a unicité, pour % =0z, on trouve que % est libre.

n
Si, réciproquement, 2 est libre, et si (x1,..., xu) €t (x],...,x;,) conviennent, alors Y (x; - x))é; = 0 donc pour tout i,
i=1
x; = x; car % est libre. [ |

Définition — Propriété 2 : Bases canonique de K”, K[X] et K,,[X]

On a appelle bases canoniques de K”, K[X] et K,[X] les familles ((0,...,0,1,0,...,0)1<k<n, (X pen, €F
1

ke

(LX,Xx2,...,X").

ESPACES VECTORIELS - PAGE 11 SUR 22



I
HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE.RE r;',.it |
e

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Remarque 5
L'existence et I'unicité de la décomposition en éléments simples des fractions rationnelles fournissent des bases

de R(X) et C(X).

Propriété 12 : Sur-famille d’'une famille liée, génératrice

Toute sur-famille d’une famille liée ou génératrice I’'est encore.

Démonstration
Si & sous-famille de &', alors
m si & est liée, on a une combinaison linéaire non triviale de vecteurs de & donc de &’ égale au vecteur nul.

m si & est génératrice, tout vecteur de E est combinaison linéaire de vecteurs de & donc de &'.

Propriété 13 : Sous-famille d’une libre
Toute sous-famille d’une famille libre I’'est encore.

Démonstration
Si £ est libre et £’ est une sous-famille de £, alors si %,..., %, sont des vecteurs de £,

ME++ Ay =0g= A1 =---=1,=0

donc en particulier, si %1,..., %, sont des vecteurs de &/,

X+ +AnXn =6E:>l1=~--=/1n=0.

Propriété 14 : Complétion d’une famille libre

Soient E un KK-espace vectoriel, ne N*, Xi,...,%n, y € E.

(X1,...,Xp) libre

(%1,...,%n,¥) libre <=
y ¢ Vect(Xy,..., %)

Démonstration
B (=) si(%1,...,%,, 7). alors la sous-famille (%1,...,%,) I'est aussi et y ¢ Vect(%;,..., X,) sinon la famille serait liée.
B (<) si(%,..., %) estliore et y ¢ Vect (%1,...,%,), Qlors si A1 %) +---+ A%y + uy =0, w= 0 sinon j € Vect (%1, ..., %), pUIs

A =--=Ap=0cCar (X,..., %) est libre.

Propriété 15 : Caractérisation des familles liées

Soit (%1,...,%,) € E" oU E est un K-espace vectoriel.
Alors (%1,...,%p) liée si et seulement sil existe iy € [1,n] fel que %;, € Vect ((X;)ii,)-

Lorsque c’est le cas, on a alors Vect (X1, ..., X,) = Vect (X;) %,

Démonstration
S'il existe ip € [1,n] tel que %, €V90t(7€i)i¢io' la contraposée de la propriété précédente nous dit que (%1, ...,%,)

est liée.
Réciproquement, si (%1, ..., %,) est liée, on a une combinaison linéaire non triviale des %; égale &0, ce qui permet

d’écrire I'un des X; comme combinaison linéaire des autres.
Enfin, on a évidemment que Vect(X;);,;, < Vect(%1,..., %) et réciproguement, si on a X;, € Vect(%;),,, . alors pour
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tout i, %; EVect((?ci)#io) donc Vect (X, ..., ¥n) < Vect (%;) 4, [ |

Sommes de sous-espaces vectoriels

Définition 7 : Sommes de sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel, F, G des sous-espaces vectoriels de E. On note
F+G={%p+%g | xp€ Exg € G}.
Ainsi,
X€EF+G<—3(Xr,Xg)€eFxG, X=Xp+Xg.
Plus généralement, si F,..., F, des sous-espaces vectoriels de E, on note
n
Fi+..+F,=) Fi={%1+-+%, | Vi, % €F;}.
i=1
Ainsi,

-

n
Xe) Fi<=3F,...,Xn) €EF x - xFy, T=X1+-+ %y
i=1

Remarque 6

A Pas besoin de scalaires ici, ce sont des simples sommes et non des combinaisons linéaires.

Exemple 4

Si F; = Vect (%1, X%2), F1 = Vect(¥1) + Vect (%) = K X1 + K X,.
Si F» =Vect(X3), F1 + F» = KX + K X + IK X3 = Vect (X1, X2, X3).

Remarques 4

R1-— A Kx+Ky#K (%+7). en général.

R2— A F+F=F,F-F=F,si Gestunsous-espace de F, F+G=F.

R3- SiA#0,AF=F.

R4 — A En général, (F+G)n H# Fn H+Gn H. Exemple : trois droites coplanaires.

Propriété 16

() Une somme de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
(i Si A, B sont des parties de E, alors Vect(Au B) = Vect A + Vect B.

(>iify Vect(Xy,...,%p) =KX +---+KXp,.

Démonstration

Caractérisation des sous-espaces et vérifications directes. [ |
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ﬂ Somme directe

Définition 8 : Somme directe

Soit E un K-espace vectoriel, F,G des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont en somme directe lorsque pour tout X € F+ G, |I'écriture ¥ = X + Xc OU xp € F et

xg € F est unique.
Onnote alors F+G=FeaG.

Remarque 7
Comme pour des ensembles disjoints, il Ny a pas de notation pour dire que des sous-espaces sont en somme

directe. La notation désigne la somme des sous-espaces, en rappelant que celle-ci est directe.

Propriété 17 : Caractérisation par I'unique écriture de 05

F et G sont en somme directe si et seulement si ¥ (Xg,Xg) € F x G,

fp+fc=65:>fp=55c=65.

Démonstration
Le sens = et immédiat (et sans intérét), pour I'autre sens, si Xp + g = ¥, + X.. Avec xp, X, € F et 3¢, % € G, alors
F G F G EIAE G g
||

(%p - %};) + (%g - %) = 0 donc (ch —fc;] - (ch —x'(,,) -0p.
[ —

€F €G

Propriété 18 : Caractérisation par intersection

Deux sous-espaces F et G sont en somme directe si et seulement si Fn G = {0g}.

Démonstration
Si F et G sont en somme directe etsixe FNG, ¥=%+0g =05+ %€ Fe G donc ¥ =0 par unicité. On a aussi 0 € FNG

car ¢c’est un sous-espace.
Réciproquement, si FnG = {0} et si ¥+ =0 avec ¥e F et je G, alors = -je FnG = {0g} donc %=y =0g donc F
[

et G sont en somme directe.

Exemples 7

E1- Dans R%, R =R(0,1) ® R(1,0).
E2- Dans R3, A=((1,0,1),(0,1,1)) et B=((1,1,2)). Vect A+ Vect B n’est pas directe.

E3- Dans R3, P : 2x+y—z=0. Chercher ii tel que R3 e Ril.

Exercice 1
Si F et G sont en somme directe et si & et ¢ sont des familles de vecteurs de F et G respectivement, montrer

que & et ¢ sont libres si et seulement si leur concaténation I'est.
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ﬂ Sous-espaces supplémentaires

Définition 9 : Sous-espaces supplémentaires

Soient F et G des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
F et G sont difs supplémentaires dans E si et seulement si E=Fe G c’est-O-dire

V)_EEE, Hl(J?F,XG)EFXG, f:fF+J?G.

Remarque 8

A Ne pas confondre supplémentaire et complémentaire! Le complémentaire d'un sous-espace vectoriel
n’en est jamais un! (Pourquoi?)

Propriété 19

() F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si F+G=E et FnG = {0g}.
(i II'n’y a pas unicité du supplémentaire en général.

Exemples 8
E1- Dans R3, P : x=0, D=1R(1,0,0) et D' =R(1,1,0).
Alors D et D' sont des supplémentaires de P dans R3 (fonctionne avec tout R tel que v ¢ P.)
£2- Dans RR les sous-espaces des fonctions paires et impaires sont supplémentaires.
E3 - K[X] et K™ (X) sont supplémentaires dans K (X) (partie entiére).
E4— Les sous-espaces BK[X] et Kgegp-1[X] soNnt supplémentaires dans K[X] (division euclidienne).

m STRUCTURE D’ALGEBRE

Définition 10 : Structure d’algébre

On dit que («, +, x,-) est une K-algébre lorsque
m («/,+,-) est une K-espace vectoriel,
m (o7, +,x) est un anneau,
m Pseudo-associativité :

VAeK, Vx,yed, L-(xxy)=QA-x)xy=xx-)).

Exemples 9
E1- (C,+,x,-) est une R-algebre.
E2- (KX, +,x,-) est une K-algébre.
E3— (]K]N,+, x,-) est une K-algébre.,
E4 - (K[X],+,x,-) est une K-algébre.
E5 - (K(X),+,x,-) est une K-algébre.
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Remarque 9

On a aussi une notion de sous-algébre : ¢’est simultanément un sous-espace vectoriel et un sous-anneau, donc
stable par combinaisons linéaires et par produit et contenant I'unité.

Exemples 10
E1- K[X] est une sous-algebre de K(X).
E2- €%, K) est une sous-algébre de K.
E3- L'ensemble des suites convergentes est une sous-algébre de KN,

Remarque 10

L'intérét principal des algebres est de pouvoir évaluer un polynéme a ccefficients dans K en un élément d’une
K-algebre.
SiP=ap+a1 X+ +apX"eK[X] et xe o/, P(x) = apl y +a1x+---+ apx™. Aftention & ne pas oublier I'unité de « !

m DIMENSION FINIE

Il Espace de dimension finie

Définition 11 : Espace de dimension finie

Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie s'il possede une famille génératrice finie.
Dans le cas contraire, il est dit de dimension infinie.

Exemples 11

E1- {0}, K", K,[X] sont de dimension finie.

E2 - K[X] ne I'est pas car si on avait une famille génératrice finie, fout polynéme aurait un degré au plus égal au
plus grand des degrés de ces polyndmes.

Soit E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice contenant ne N* vecteurs.
() Toute famille libre de n vecteurs est une base de E.
(i Toute famille libre a au plus n vecteurs.
(i Toute famille d’au moins n+1 vecteurs est lige.

Démonstration

() E=Vect(dy,...,0y) €t (in,..., wy) famille libre.
n
On a i € E = Vect(y,...,Uy), donc on A 1y,..., A, tels que i, = Z A;7; #0g car vecteur d’une famille libre.
i=1
Donc on a au moins un ip tel que 1;, # 0. Quitte & réordonner 7y, ..., 7,, ON peut supposer ip = 1.

Alors 7} = %1‘7’1 - A—?ﬁg—“-— %ﬁn € Vect (U1, i, ..., Wy), €t dinsi,

E =Vect(?y,..., Up) < Vect (i0y,...,Up) € E,

donc E = Vect (iin, U2,..., Un).
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Et on poursuit par récurrence (finie), si on a obtenu E = Vect (i@, ..., Wk, ki1, ..., Un) Quitte & réordonner oy, ..., iy,
alors Wy € Vect (i1, ..., Wk, gt1,---» Un), dONC ON A ..., iy tels QUE Wiy ) =y W1+ -+ W+ g1 Dier1 +++1nDp ©F
comme la famille (i, ..., y) estlibre (ugy1,...,1n) # (0,...,0), et quitte & réordonner by, 1, ..., ¥, ON peut supposer
Hi+1 7 0.

Alors Dy € Vect (@01,..., Wgt1, Vkros---» Un), €1 dinsi,

EZVGCt(lI/l,...,lI)k, §k+1v-~~vﬁn) CVect(LT)I,...,LT)k+1, l7k+2,...,ﬁn) cE,

donc E =Vect (i1, ..., Wit1, Dgr2r--» Un).
Ala fin du procédé, on obtient E = Vect (i1, ..., wy,) €t donc (i, ..., wy,) est une base de E.

(i) Si on a une famille liore (iy,...,wy) avec p > n, Alors (i, ..., W,) est une base de E d'aprés ce qui précéde,
donc iy € Vect (i1, ..., Wp) Ce qui contredit I'indépendance linéaire de iy, ..., .

(i) Contraposée de ce qui précede.

E Dimension, bases extraites et incomplétes

Théoréeme 1 : Théoréeme de la base extraite

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, E # {0g}.
De toute famille génératrice de E, on peut extraire une base de E.

Démonstration

Soit 4y = (71,..., ¥p) une famille génératrice de E.
m Soit ¢, est libre et c’est une base de E, c’est terminé.
m Soit ¢ estliée, et on a iy tel que 7, eVect(z?,-)#iO. Quitte & réordonner, on suppose iy = n. Soit 4y = (71,..., Tp-1).
Alors E = Vect% = Vect¥4;. On peut donc recommencer le raisonnement.
Le procédé s’arréte et on finit toujours par obtenir une base de E.

Propriété 20 : Existence de bases et leur taille

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, E # {0g}.
m E possede des bases.
m Joutes les bases de E ont méme nombre d’éléments.

Démonstration

m Un espace de dimension finie possede une famille génératrice finie et donc une base d’aprés le théoréme
précédent.

m Si % et B’ sont deux bases de E, de taille n et n’ respectivement. Comme £ est libre et &’ est génératrice,
le lemme nous dit que n < n'. Par symétrie, n=n'.

Définition 12 : Dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Si E = {0z}, on pose dimE = 0.
Sinon, on appelle dimension de E, notée dim E (ou dimy E), le nombre de vecteurs de foute base de
18

Remarque 11

Il s"agit du nombre minimal de parameétres permettant de décrire les vecteurs du sous-espace (sous-forme de
combinaison linéaire).
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Exemples 12
El- dimK" =n, dmK,[X]=n+1.
E2 - dimpC =2 et dimgC=1.
E3 - dimg CplX1=2(n+1) : (1,1 X,iX,...,X",iX") en est une base.
On peut démontrer que si K est un sous-corps de IL et que IL est de dimension finie en tant que K-espace

vectoriel, alors tout espace vectoriel de dimension finie sur I est un espace de dimension finie sur K et
dimg E = dimg IL x dimy, E.

E4 — L'espace des solutions d'une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 (resp. 2) est de dimension 1
(resp. 2).

E5 — L'espace des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire homogéne a coefficients constants d’ordre 1
(resp. 2) est de dimension 1 (resp. 2).

Propriété 21 : Taille des familles libres ou génératrices

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
m Joute famille génératrice de E posséde au moins n vecteurs.
m Joute famille libre de E posséde au plus n vecteurs.
m Joutfe famille d’au moins n+1 vecteurs en dimension n est liee.

Démonstration

Conséguence du lemme en considérant une base comme une famille libre puis comme une famille généra-
frice.

Théoreme 2 : Caractérisation des bases

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n #0, 2 une famille finie de vecteurs de E.
% est une base de E si et seulement si elle contient n = dim E vecteur et elle est libre ou génératrice.

Démonstration

On pose % = (é1,...,6én).

Le sens direct ne pose pas de probleme.

Si % est libre et contient n = dimE vecteurs, elle contient autant de vecteurs qu’une famille génératrice de E
donc est une base d’aprés le lemme.

Si 2 est génératrice et contient n vecteurs, alors si 28 éfait liée, on aurait i fel que é; € Vect (éx) ;..;. Alors B = (éx) .,
serait encore génératrice et posséderait n—1 < dimE vecteurs, ce qui est confradictoire.

Remarque 12
Dans la pratique, on montre que le famille est libre et posséde le bon nombre de vecteurs.

Exemples 13

E1- (,X,X(X-1),...,X(X-1)--- (X - n+1)) est une famille de polyndmes non nuls a degrés étagés donc libre, tous
dans K, [X] et contient n+1 =dimIK,,[X] vecteurs donc est une base de K, [X].

E2- 2=((1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)) est une base de R? car contient 3 vecteurs non coplanaires de R3.

Théoreme 3 : Théoréeme de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0. On peut compléter toute famille libre de vecteurs
de E en une base de E.
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De plus, les vecteurs pour compléter peuvent étre choisis dans n’importe quelle famille génératrice
de E.

Démonstration
Soit £ et ¢ familles libre et génératrice de E respectivement. Soit
A={taille(¥’) ; &' libre obtenue par complétion de £ avec des vecteurs de 4}

AcIN, A# @ (contfient la taille de ¥) et majoré par n=dimE. Donc A admet un plus grand élément. Soit 2 une
famille libre obtenue par complétion de ¥ avec des vecteurs de ¢ réalisant ce maximum.

On a Vect% c E = Vect¥.

Sion a e tel que v ¢ VectA, alors la famille £’ obtenue en djoutant 7 & 2 est une famille libre obtenue par
complétion de ¥ avec des vecteurs de ¢ ce qui contredit la maximalité de 2.

Donc ¢ < Vect2 donc E = Vect¥ c« B < E donc E = Vect & et 2 est une base de E.

Corollaire 1

Si E un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0, ¢ une famille génératrice de E et ¥ une sous-
famille libre de 4.

Alors on peut frouver une base % de E telle que £ extraite de % extraite de 4.

Dimension d’un produit d’espaces vectoriels

Propriété 22 : Base et dimension d’un produit cartésien

Soient E, F des K-espaces vectoriels de bases B = (é,,...,é,) et B' = ( fir.. fn)

Alors € = ((é’l,ﬁp),..., (ép,ﬁp),[ﬁg,fl),..., (ﬁg,fn)) est une base de E x F.
En particulier, E x F est de dimension finie et dimE x F = dimE + dim F.

Plus généralement, si Ei,...,E, sont des espaces de dimension finie, E; x ... x E, I'est encore et
dimE; x...x E, =dimE; +...+dimE,,.
Si E est de dimension finie, E"™ I’est encore et dimE" = ndimE.

Démonstration

Tout couple (%, 7) € E x F s’écrit de maniére unique

x1(81,0F) + -+ xp (8p,0F) + 11 (6E,f1] ¥ Yn [ﬁE,fn).

ﬂ Dimension des sous-espaces

Propriété 23 : dimension des sous-espaces

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace de E.
Alors F est de dimension finie et dim F < dim E avec égalité si et seulement si F = E.
L’entier dim E — dim F est appelé codimension de F dans E.

Démonstration

Soit F={0g} et le résultat est direct.

Sinon, soit A= {taille(¥) ; £ famille libre de vecteurs de F}.

AcN, A# @ (contfient 1) et majoré par n=dimE. Donc A admet un plus grand élément. Soit 2 une famille libre
de vecteurs de F réalisant ce maximum.

On a VectB cF.

Sion a veZ tel que v ¢ Vect A, alors la famille & obtenue en gjoutant 7 & % est une famille libre de vecteurs de
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F ce qui confredit la maximalité de 4.
Donc F c Vect2 donc F = Vect2 et 8 est une base de F.
Comme 2 est une famille libre de vecteurs de E, dimF < dimE.
S’ily a égalité, alors % est une base de E, donc F =Vect% =E. [

Exemple 5

H={(x1,...,xp) € R™ | x1+---+ x5, = 0} est engendré par les vecteurs de la forme (-1,0,...,1,...,0) quisont évidemment
linéairement indépendants, donc c’est un sous-espace de dimension n-1.

Définition 13 : Droites, plans, hyperplan

Soit E un K-espace vectoriel.
m Un sous-espace de dimension 1 est une droite vectorielle de E;
m UN sous-espace de dimension 2 est un plan vectoriel de E;
m Si E est de dimension finie n, un sous-espace de codimension 1, donc de dimension n—1 est un
hyperplan de E.

H Rang d’une famille de vecteurs

Définition 14 : Rang d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel, # une famille d’éléments de E.
On appelle rang de & I'entier
rg% =dim(Vect%).

Remarque 13
Si E est de dimension finie n, alors rg.# < n.

Propriété 24 : rang d’'une sous-famille, caractérisation des familles libres

Soit E un K-espace vectoriel, & une famille d’éléments de E.
() Si &' est une sous-famille de &, rig F' <rgF.
(i Si & est finie, & est libre si et seulement si elle contient rgF vecteurs.

Démonstration

(i) VectF' cVectZ.

(i) & est libre si et seulement si ¢’est une base de Vect& si et seulement si elle contient dim(Vect %) =rg& vecteurs
(car c’est bien sar une famille génératrice). [

Exemple 6

E=R3 71 =(1,-1,1), Up = (-1,1,-1), 3= (0,1,1), U4 = (1,0,2) €t F = (¥}, U2, U3, V).
(1, 73) libre, v, = -0 et Uy = 11 + U3, donc rgF =2.
On verra plus tard un algorithme pour déterminer le rang (méthode de GauR).
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E Somme directe et supplémentaire

Propriété 25 : Caractérisation de la supplémentarité avec des bases

Soit E un K-espace vectoriel, F,G des sous-espaces de dimension finie, Br une base de F, B une
base de G, € la famille obfenue en mettant bout & bout % et % (concaténation).
On a toujours que € engendre H=F +G, et

F et G sont en somme directe si et seulement si € est libre donc une base de H.

On dit alors que la base ¢ de H est adaptée a la décomposition H=F & G.
On a alors dim(F & G) = dim F + dim G.

Démonstration

On note % = (flfp) et B =(81,...,.8q).
B F+G=Vect%Bg + VectBg = Vect€¢ donc € engendre H.
m Si F et G sont en somme directe, alors on a déja vu que € est libre : si

Alfl+"'+/1pfp+#lgl+"'+ﬂq§q =0g
eF €G

alors Ay fy +--- +/’lpfp =g +---+uqgq =0p car F et G sont en somme directe, donc tous les coefficients sont
Nnuls car B et % sont libres. Donc € I’ est.

m Si¢ estlibre, alors si ¥+5 =0 avec ¥ e F et j e G, comme % et j se décomposent dans % et % respectivement
et comme ¢ est libre, on obtient ¥ = j=0g et F et G sont en somme directe.

Corollaire 2

Soient F, G des sous-espaces vectoriels de E de dimension finie, alors F + G est de dimension finie et
dim (F+ G) <dimF +dim G avec égalité si et seulement si la somme est directe.

Démonstration

Avec les mémes notations que précédemment, ¥ engendre F+ G donc F+ G est de dimension finie et
dim (F + G) < taille(¥¢) = dim F + dim G.
La propriété précédent nous dit qu’il y a égalité si et seulement si la somme est directe.

Corollaire 3 : Sous-espaces supplémentaires en dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F,G des sous-espaces de E.
F et G sont supplémentaires dans E (ie E = F & G) si et seulement si deux des trois propriétés suivantes
sont vraies :

I. E=F+G.
2. La somme est directe (Fn G = {0g}).
3. dimE =dimF +dimG.

Démonstration

m Si 1 et 2 sont vrais, c’est la définition.
m Si 1 et 3 sont vrais, la sommme est directe d’apres la propriété précédente.
m Si 2 et 3 sont vrais, Fe G est un sous-espace de E de méme dimension, donc Fe G = E.
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Corollaire 4 : Existence et dimension des supplémentaires

Tout sous-espace vectoriel F d’un K-espace vectoriel de dimension finie E admet un supplémentaire

dans E.
De plus, si p = dimF ef n = dimE, fout supplémentaire de F est de codimension p, c’est-a-dire de

dimension n— p.

Démonstration

Il suffit de compléter une base de F (famille libre) en une base de E (Théoréme de la base incompléte).

Formule de Grassmann

Propriété 26 : Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel et F, G des sous-espaces de dimension finie.

dim(F + G) =dimF + dim G —dim(F n G).

Remarque 14
On retrouve le fait que la somme est directe si et seulement si dim(F + G) = dim F + dim G.

Démonstration

On a bien que F + G et Fn G sont de dimension finie.

m 1° méthode : Avec des sommes directes.
L'idée est de se ramener & une somme directe en remarquant que dim G — dim(F n G) est la dimension d'un
supplémentaire de Fn G dans G. Soit G’ un tel supplémentaire.
Alors (FNG) @ G' =G et dimG' =dim G - dim(F N G).

Il reste & montrer que F+G=Fe&G'. Or
* F+G=F+(FNG)+G)=(F+(FnG)+G =F+G'
* FNG'=Fn(GnG)=(FNGnG' ={0g} car G' <G et G' et Fn G sont en somme directe.
Donc dim(F + G) = dim(F ® G') = dim F + dim G’ = dim F + dim G — dim(F n G).
m 2¢ méthode : Avec des bases (c’est en fait la méme preuve, formulée différemment).
Soit n=dimF, m=dimG, p=dimFnG, B = (flfn) une base de F et Brng = (é1,...,) une base de FNG.
Cefte derniere est une famille libre de vecteurs de G, on peut donc la compléter en une base
Be = (51,...,ép,§1,...,§m_p) de G.
Montrons que B, g = (fl,...,fn,gl,...,gm_p) est une base de F+G.
On aura alors dim(F + G) = n+ m— p = dim F + dim G — dim(F n G) et la formule sera démontrée.
* On a déjd F+G = Vect(%BF)+Vect(%Bg) = Vect(Br..c) donc la famille Br., ¢ engendre F+G. (On arefiré éy,...,ép

qui sont dans F = Vect(%g).)
* Reste & voir qu’elle est libre. Or si on a une combinaison linéaire

/11]?1 +"‘+/1n]?n+ﬂ1§1 +oot Um—p8&m—p =0g

alors p1 81+ tm-pEm-p € GmVect(fl,...,fn) :FmG:Vect(é’l,...,é,,).

Comme % est libre, on en déduit que py == pm-p =0. l reste 11 fi +---+ 1, fn €f comme B est libre,
tous les scalaires sont bien nuls et B, g est libre.
* C’est une base de F + G qui a bien la dimension attendue.

Remarque 15
On verra une autre démonstration avec les applications linéaires.
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