Calcul matriciel

Exemple 1
n 1 1 0
ESPACES DE MATRICES Puissancesde A=|0 1 1/|.
0 0 1

m PRODUIT MATRICIEL

Définition 1 : Polyndbme en une matrice

n Définition SiAe Mp(K)et P=ag+ a1 X+ +agX? e K[X],
on pose
E Propriétés P(A) =
Si P(A) =04, ON dit que A annule P ou
La K-algébre ., (K) que P est un polyndme annulateur de A.
ﬂ Structure Remarques 1
R1 - Pratique : si P annulateur A et si S poly-
Propriété 1 : Structure d’anneau, d’algébre ndéme, alors la division euclidienne de §
) . ] par P sonne S=PQ+R et donc S(A) = R(A).
Soit ne IN*. (“”an)r +%) estun elalaizellh il Il suffit de savoir calculer le reste (interpo-
commurtatif ni intégre des que n > 2, d’'éle- lation de Lagrange, etc.)
ment unité I, R2 — Deux polyndbmes en A commutent,

Ainsi, (4, (K),+, x,-) est une K-algébre de
dimension n?.

Exercice 1: Toute matrice A e .#,,(K) admet

Propriété 2 : Sous-algébres un polynéme annulateur non nul.

2,K), 7,7/ (K) et 7,7 (K) sont des sous-

CHEINES @2l Définition 2 : Nilpotence
Un matrice A e #,(K) est dite nilpotente

. lorsqu’il existe un entier k tel que AF=0_4, k).
n Consequences Le plus petit k vérifiant cette propriété
On peut en particulier appliquer : s’appelle indice de nilpotence de A.

Propriété 3 : Formules du Bindme et A”—B™

Remarque 1

SiAB € My(K) fels que | AxB=BxA| On peut démontrer que I'indice de nilpo-

melN, tfence est foujours < n.

Exemple 2
01 1
A=[0 0 1
0 0 O
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Remarque 2

Plus généralement, si A est triangulaire
stricte, alors A est nilpotente.

Inversion de matrices

Définition 3

On appelle groupe linéaire |'ensemble
4<% ,(K) des matrices de .4, (K) inversibles
(pour x). L'inverse de A est notée AL

Remarque 3
N’a de sens que pour des matrices carrées!

Propriété 4

() (©<£,K),x) est un groupe.
(i SiA,Be4%,K), AxBe94%,(K) et

(i SiAe9%,K), A te92,K) et

(iv) Sont equivalentes :
| |

(V) SireK\{ogl et Ae 4%, (K), AMAe 4% ,(K)
et

ﬁ Méthode : Pour démontrer I'inversibi-
lité d’'une matrice et cal-
culer son inverse,

on peut :

[E]:
HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE. RE i
Ot

X1 N

m Résoudre le systeme A( g ) = ( g ) il ad-
Xn Yn

met une unique solution si et seulement

sixlA est iny\l/ersible et alors on obtient
)=+ ()
Xn Yn
m Effectuer des opérations élémentaires
(pivot de Gauss) :

* SOit exclusivement sur les lignes,

* soit exclusivement sur les colonnes,
se ramener 4 I, et effectuer les mémes
opérations simultanément en partant de
I, qui va devenir A~! si A est inversible :

A I,

I, A7l

m Ufiliser un polyndbme annulateur : si on a
un polynébme P tel que P(A) = 0, avec
un ceefficient constant non nul, on peut
frouver une matrice B tfelle que AB = I,
en isolant I,, (terme constant).

Exemple 3
-1
1 2 2 -1 2 0
1 1 1] =2 -2 -1
01 2 -1 1 1

n Inversibilité des matrices triangu-
laires

Propriété 5

Une matrice friangulaire est inversible si
et seulement si aucun de ses cocefficients
diagonaux n’est nul, et alors son inverse est
encore triangulaire, d’éléments diagonaux
I'inverse des éléments diagonaux.

a * ... *
.+ | estinversible <

*

(0) “an
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et alors
-1
a  * * a;l *
* *
) “an 0) a,'

(idem pour les matrices tfriangulqires infé-
rieures.)

Remarque 4
Dans ce cas, on a méme

ay k... % ay  x ... %
VkeZ, RS =

T * *

0) an 0) ak

Corollaire 1

a (0)
est inversible «—
(0) .'an
et alors
-1
ar 0) a;! )
©  an ©  a

m TRANSPOSITION

Il Définition

VERSION DU 31 MARS 2023

Définition 4

Soit Ae My, p(K).
On appelle transposée de A la matrice
AT e M, n(K) telle que

Remarques 2

R1- A notation frangaise. AT notation anglo-
saxonne, donc internationale. I faut
connattre les deux, mais il semble qu’au
concours la premiéere soit plus courante.

R2 - La i®ligne de A estla i® colonne de AT.

On obtient AT & partir de A par symétrie
d'axe i = j ie la diagonale.

Exemples 1

1 3 2
E1- A=
-1 0 6

1 7 6
E2—- B=|3 4 8

E Propriétés

Propriété 6
-/%n,p(]K) - «/ﬂp,n(]K)

Soit T:

() Linéarité : Si A,Be My, ,(K) et LeK,

(i) T estinvolutif : si A,B € .y, ,(K),

En particulier T est une bijection.
(iiy Si A€ My,p(K),Be MpyK),

(iv) A € 9%,0K) si et seulement si
ATe 9%, (K) ef dans ce cas
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Matrices symétriques et anti-
symétriques

Définition 5
() On dit que S € .4,(K) est symétrique

lorsque
On note #,(K) ={Se .#,K) | ST=S}.

(i) Ondit que A€ ., (K) est antisymétrique
lorsque
On note «,(K) = {A€ 4, K) | AT = —A}.

Exemple 4
1 4 6 0 1 3
S=|4 2 5|etA=|-1 0 2|
6 5 3 -3 -2 0

Remarque 5

La diagonale d‘une matrice antisymé-
frigue est nécessairement nulle.

Propriété 7

FK) ef o,0K) sonf des sous-espaces
vectoriels supplémentaires dans 4, (K).

De plus, dim#,(K) = et
Remarque 6

L'inverse d'une matrice (inversible)
(anti)symétrique I'est encore, mais c’est

faux pour le produit en général.

m TRACE D’UNE MATRICE CAR-
REE
Définition 6
Soit Ae 4,(K). On appelle trace de A le

scalaire rA=Y_ a; ;.
i=1

—
HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE.RE ":E‘,E,E i
O sr=2)

Propriété 8

() Linéarité : Si A,Be 4,K) et 1 e K,

(i) Si A€ My,p(K) et Be My n(K),

/\ t(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) # tr(BAC) en
général. (Permutations circulaires seulement).

Exemple 5

N X R

tr(ABC) =2 # 1 =tr(BAQC).

A =

ﬂ PRODUIT PAR BLOCS

Théoréme 1 : Produit par blocs

Soient n,m, p,q,r,s € IN*,
Soit les matrices définies par blocs

A B\|n
M= € '/”n+m,p+q(]K)

E Fl\lp
N = € -/%p+q,r+s(]K)
G Hllgqg

ol A,B,C,D,E,F,G,H sont des matrices de
format correspondant. Alors

M x N

Remarque 7
Se généralise a plus de quatre blocs.
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Exemple 6

I, 2I,\[A B
31, 4I,/\c D

Exercice 2

Calculer A" ou A= ,puis,

plus généralement, A= (

O

.

o

O -

| (=]}

- S
4,

N —

(0)

m OPERATIONS ELEMENTAIRES

II Rappel

On rappelle gu’il existe 3 types d’opérations

élémentaires :

m Les transpositions : L; — L; ou C; - C;.

m Lestransvections : L; — L; + AL avec k#i

ou Cj<—Cj+/1Ck avec k#j.

m Les dilations . L; — AL; ou C; — AC; avec

A#0.

E Interprétation en termes de

produit matriciel

Les opérations élémentaires se fraduisent

S

par des multiplications @ gauche (pour les
lignes) ou a droite (pour les colonnes) par des
matrices (carrées) inversibles dont la taille est
égale aux nombre de lignes respectivement

colonnes correspondantes.

VERSION DU 31 MARS 2023

» Transpositions : L; — L; (resp. C; < Cj)
se fraduit par la multiplication & gauche
(resp. a droite) par la matrice de transpo-
sition :

m Transvections : L; — L; + AL, (resp.
Cj — Cj+ ACy) se fraduit par la multipli-
cation par une matrice de transvection
T; x(A) O gauche (resp. Ty ;(A) O droite)
avec

s Dilatation : L; — AL; (resp. C; — AC;) avec
A # 0 se fraduit par la multiplication par
une matrice de dilatation D;(1) & gauche
(resp. & droite) avec

Propriété 9

Une opération élémentaire sur ses lignes
ou les colonnes préserve I'inversibilité.
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Application a l'inversion de
matrice

Propriété 10

Par des opérations élémentaires sur des
lignes (respectivement des colonnes), on
peut fransformer une maitrice inversible de
A, K) en I,.

On en déduit la méthode d’inversion de
matrice par opérations exclusivement sur les
lignes ou les colonnes de A.

m SYSTEMES LINEAIRES

Il Traductions d’un systéme li-
néaire
On considére un systéme linéaire de n equo—
tions & p inconnues dans K :

aj Xy +aypXxp+---+ al,pxp = bl .
(S)

An1 X1+ An2 X2+ + An,pXp = by

On rappelle que la matrice du sys’reme li-
néaire est définie par

ail ... al,p

A= € My, p(K)

anyl cee an,p

et la matrice augmentée est

aig ... alyp bl
M=
anyl coe an,p bn
X
Interprétation matricielle : si X = () et
Xp

by
()
by,

(S) = AX=B|

HTTPS: //MP2I . LECONTEDEL ISLE . RE W3
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E Espace des solutions

Propriété 11

L’ensemble #y des solutions du systéeme
homogene (H) associeé & (S) est un sous-
espace vectoriel de KP.

Propriété 12

‘
AN

L’ensemble des solutfion s est soit vide,
soit de la forme %5 = %y + Sy oU Xy € KP est
une solution particuliére. On parle de sous-
espace affine de KP de direction #y.

Lorsque %s = @, le systéeme est dit incom-
patible. Sinon il est compatible.

Exemple 7

X + y - z
(S
X - y + z

I Il
L =
L
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