MP2I I Pour lundi 27 mars
Devoir Libre n° 15

On veillera a présenter trés clairement sa copie, et en particulier| encadrer |les résultats
et tirer un trait entre les questions.

Contenu d’'un polynéme et critére d’Eisenstein

On note Z[X] I'ensemble des polynédmes d'indéterminée X a ccefficients entiers.

Pour P €Z[X], on appelle contenu de P, noté ¢(P), le plus grand diviseur commun des ceoefficients de P.

Le polynbme P € Z[X] est dit primitif si et seulement si ses coefficients sont premiers entre eux dans leur
ensemble, c’est-a-dire si ¢(P)=1.

1. Soit PeZ[X] et k e Z. Justifier que c(kP)=|k|c(P).

2. Soient A,B e Z[X]\{0}. On pose A=ay+a; X +---+a,X" et B=by+ b, X +---+ b, X™. Soit p un nombre
premier qui divise fous les ccefficients de AB.

2.a) Rappeler I'expression du coefficient ¢; de Xi dans C = AB.

2.b) Soifﬂz{keﬂo,nﬂ ‘ p/\akzl} et %z{ée[[o,m]] | p/\bgzl}.lv\onfrerquel’ono‘roujourssoi‘r,afzg,

soit B=g.
Indication : on pourra, sous réserve d’existence, infroduire les minima k, et £, de .o/ et % respectivement,
et considérer c .y,

2.c) En déduire que soit p divise tous les coefficients de A, soit p divise tous les coefficients de B.

3. Monfirer que si A et B sont deux polyndmes primitifs, AB I'est aussi.
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4. Soient A, B € Z[X]\ {0}. Déterminer des entiers k et ¢ tels que EA et ZB soient primitifs. En déduire le'!
lemme de GauB3 : ¢(AB)=c(A)c(B).
5. Soient P eZ[X]\ {0} un polynbme primitif et A, B € Q[X] tels que P = AB.
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5.b) En déduire qu’il existe r € Q* tel que 7A, rBeZ[X].

6. Montrer que tout polyndbme P € Z[X]\ {0} iréductible dans Z[X] I'est aussi dans Q[X].

7. On considere maintenant un polynéme P € Z[X]\ {0} unitaire donc de la forme
P =Xn+Cn,1Xn_1+“‘+CIX+C0.

On suppose qu'il existe un nombre premier p tel que tous les ¢; sont divisibles par p pouri enfre 0 et n—1,
mais tel que p? Jc,.

Montrer que P est irréductible dans Q[X]. C'est le critére d'Eisenstein.

On pourra montrer que si P = AB avec A, B € Z[X], alors soit p divise tous les coefficients de A, soit p divise
tous les coefficients de B.

8. Application : justifier que X°—2 et X*+2X2+2X +2 sont iréductibles dans Q[ X].

1. L'autre...
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