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Devoir Libre n° 15

Contenu d’'un polynéme et critére d’Eisenstein

1. Siay,...,a, sontles ccoefficients de P,
c(kP)= J\(ka;) =1kl /\ a; =|k|c(P)
et donc c(kP)=|k|c(P).

i
2.a) Pourtoutie€[0o,n+m], c¢;= Zakbi,k.
k=0
2b) Si .o #@ et B # @, alors comme ce sont des parties de N, elles admettent
ko+lo
des minima k, et ¢, et p|cy ., = Z ay by 44,1 PAr hypothése. Orsi k ¢ ./, comme p est
k=0
premier, pla,, donc en particulier si k < k;, pla,. De méme, si £ < £,, p|b,, donc si k > k,
p|bise,—c- ON a alors que play, by, donc, comme il est premier, p divise soit a, soit b, ce
qui est en confradiction avec le fait que k €.« et £y € B. Ainsi, .o =@ ou B =0@.

2.c) Ainsi et toujours parce que p est premier, on a bien

soit p divise tous les ceoefficients de A, soit p divise fous les coefficients de B.

3. Sic(AB)#1, il a un diviseur premier p, donc p divise tous les coefficients de AB et
donc par la question précédente, tous les coefficients de A ou de B et donc, soit ¢(A),
soit ¢(B).

Ainsi, par contraposée, si A et B sont primitifs, AB I'est.

4. Si ay,...,a, sont les coefficients de A et by,..., b, sont les ccefficients de B, alors
onaaj,...,a, premiers entre eux dans leur ensembles tels que pour tout i, a; = c(A)a; et
b;,..., b, premiers entre eux dans leur ensembles tels que pour tout i, b; = ¢(B)b,.

Ainsi, g5A et gz B sont primitifs.

D'apres la question précédente, est aussi primitif, donc c( ): 1. Or,

AB AB
c(4)c(B) c(A)c(B)
d'aprés la premiéere question,

AB AB
C(AB)= C(C(A) c(B)m) = c(A)c(B)(C e (B)) =c(A)c(B)

(un contenu est toujours positif).
Ainsi | ¢(AB)=c(A)c(B).

5.a) Comme A et Bsontnonnuls, on peut poser k; égal au ppcm des coefficients de A
et k, égal au ppcm des ceefficients de B. Alors, en mettant au méme dénominateur

les coefficients, on a bien A, B € Z[X] tels que P = - A, B;.
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5.b) On a adlors k k,P = A, B, avec k k, = 0 donc k;k, = k,k,c(P) = c¢(A,B,) = c¢(A,)c(B,)
d'apres les questions 1 et 4.

. k, B, 1 k,
Soit r= eQ*. Alorsr=k eZ[X)et —=
c(By) Q 1C(B1) [x] r c(B,)

6. Si, par contraposée, P € Z[X]\{0} est réductible dans Q[X], soit P est constant, soit

1 B
est tel que =B = k,—— € Z[X].
r c(B,)

on a A, B € Q[X] non constants tels que P = AB. D'apres la question précédente, on

areQtelque A, = %A, B, = rB € Z[X] et sont non constant. Alors P = ¢(P)A,B, et P est
réductible dans Z[X].

Donc si P estirréductible dans Z[X], il I'est dans Q[ X].

7.a) SiP=ABavec A, BeZ[X], notons mle degré de A=ay+a; X+ --+a,,_; X" '+a,, X™.

Ensuite, plc, = agb, donc pla, ou p|b,. On suppose par exemple que pla,. Comme
p? fe,, on a alors p Jb,.

On a ensuite plc, —ayb, = a, b, €t donc pla, by,, mais comme p fb, (et p premier), pla,.

Si, parrécurrence, p divise ay,...,a;_,, avec k €[1,m], alors

plex—(agby +a by +--+ a1 b)) = ap by

donc pla. b, et donc pla,. ce qui établit la récurrence. Ainsi, p divise tous les coefficients
de A.
Par symétrie, on a bien p divise tous les coefficients de A ou de B.

7.b) D’aprés 6, il suffit de montrer que P est irréductible dans Z[X]. Or si P est réduc-
tible et non constant dans Z[X], on a A, B € Z| X] non constants tels que P = AB. D'aprésla
question précédente, p divise tous les coefficients de A ou de B. Or 1 =cd(P) = cd(A)cd(B)
donc cd(A)=cd(B)=+£1 car entiers. C'est contradictoire.

Ainsi, P estirréductible sur Q.

8. PourP=X%-2etQ=X*+2X%+2X+2, P et Q vérifient bien la propriété précédente
avec p =2, donc sont irréductibles sur Q.

Devoir Libre n° 15 - page 2



