Extrait du programme officiel :

CONTENUS

Calcul matriciel

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Opérations sur les matrices

Ensemble ./, (IK) des matrices & n lignes et p colonnes & coef-
ficients dans le corps K. Addition, multiplication par un scalaire,
combinaisons linéaires.

Matrices élémentaires.
Produit matriciel ; bilinéarité, associativité.

Produit d’une matrice élémentaire de .4y, (K) par une matrice
élémentaire de .« 4(K).

Transposée d’une matrice.

Opérations sur les transposées : combinaison linéaire, produit.

Toute matrice de .y, (K) est combinaison linéaire de matrices
élémentaires.

Si X est une matrice colonne, AX est une combinaison linéaire
des colonnes de A.

Symbole de Kronecker §; ;.

Notation AT.

b) Opérations élémentaires

Interprétation des opérations élémentaires sur les lignes et sur les
colonnes en termes de produit matriciel.

c) Systémes linéaires

Ecriture matricielle AX = B d’un systéme linéaire. Systéme homo-
géne associé.

Systeme compatible.

Les solutions du systéme compatible AX = B sont les Xy + Y, ou
Xy est une solution particuliere et ou Y parcourt I'ensemble des
solutions du systéme homogeéene associé.

Le systéme AX = B est compatible si B est combinaison linéaire
des colonnes de A.

Onreprend brievement I’algorithme du pivot, en termes d’opéra-
tions élémentaires sur les lignes, dans ce contexte général. Toute
fechnicité est exclue.

e) Anneau des matrices carrées

Anneau . (K).

Matrice identité, matrice scalaire.
Matrices symétriques, antisymétriques.
Formule du binbme.

Produit de matrices diagonales, de matrices friangulaires supé-
rieures, inférieures.

Matrice inversible, inverse. Groupe linéaire.
Inverse d’une transposée.
Les opérations élémentaires préservent |'inversibilité.

Calcul de l'inverse d’une matrice, par opérations élémentaires
ou par résolution du systeme AX =Y.

Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité d’une matrice tri-
angulaire; I'inverse d’une matrice friangulaire inversible est frian-
gulaire.

Non commutativité si n > 2. Exemples de diviseurs de zéro, d’élé-
ments nilpotents.

Notation I,,.
Notations .#, (K), <5, (K).
Application au calcul de puissances.

Notation GL, (K).

Toute technicité est exclue.

Cas particulier des matrices diagonales.
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KK désigne un corps commutatif infini, R ou C au programme.

“ ESPACES DE MATRICES

Il Définition

Définition 1 : Matrice

Soient n,p e N*. On appelle matrice a n lignes et p colonnes a ccefficients dans K toute famille de
nx p €léments de K représentée sous la forme
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mi mL] my,p
M=|mj, m,j mip |—i
Mnl .- Mpj <. Mpp
1
J
On note M = (m,-,j) 1<i<n -
ISjsp
On note ., (K) I'ensemble de ces matrices.
m Lorsque n=1, M = (m1 mp), on parle de matrice ligne.
nmy
m Lorsque p=1, M= ( : ) on parle de matrice colonne.
mp
myy ... Mip
m lorsque p=n, M= ( : ) on parle de matrice carrée.
Mmp1 ... Mpnp
On note .4, (K) pour 4y, ,,(K).

Remarque 1

On peut voir une matrice de .y, , (IK) comme un np-uplet de IK"*” noté de maniére différente : il y a une bijection
évidente entre .y (K) et K"P.
Ainsi, on confond parfois :

m vecteurs (xy,...,x,) de K" et matrices lignes (xl xn) de 1K),
x1

m vecteurs (x1,...,xp) de KP et matrices colonnes ‘| de A, p(K),
%

m scalaires A de K et matrices (carrées!) (A] de 0,1 K).

E Quelques matrices carrées particuliéres

Définition 2 : Matrice triangulaire

Soit n € IN*. On appelle matrice triangulaire supérieure (respectivement inférieure) tout matrice
Me 4, (K) telle que Vi> j, m; ;=0 (respectivement Vi< j, m;;=0.)
C’est donc une matrice de la forme

* e o X +0 .0
(9 ) (respectivement ( ))

0 ..0 % x e o

On note 7, (K) (respectivement 7, (K) ) I'ensemble de ces matrices.
Lorsque les coefficients diagonaux sont également tous nuls, on parle de matrice triangulaire stricte.

Exemples 1
0 4 5

E1- [0 2 o] esttriangulaire supérieure.
0 0 3
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0 0 O
E2—- |7 0 0] esttfriangulaire inférieure stricte.

8 9 0

Remarque 2
La définition s’étend aux matrices rectangulaires.

Définition 3 : Matrice diagonale
Soit ne IN*. On appelle matrice diagonale tout matrice carrée M e ./, (K) telle que Vi # j, m; ;=0.

* 0)
C’est donc une matrice de la forme ( )
0) *

a (0
On note diag(al,...,an):( )
©  an

On note 2,,(K) I'ensemble de ces matrices.

Remarque 3
2,K) =7, (K)nT,; (K.

Définition 4 : Matrices scalaires

1 (0)

I, =diag(1,...,1) = ( ) est appelée matrice identité.

© 1

A 0)
On appelle matrice scalaire foute matrice de la forme diag(4,..., 1) = ( ) =AI, ou Ae K.
0) A

Structure d’espace vectoriel

On a vu qu’il y avait une bijection canonique entre .4, ,(K) et K"”. On va ainsi transporter la structure
d’espace vectoriel sur K de ce dernier en définissant des lois + etf - semblables sur ., , (K).

Définition 5
Pour A,B e .y, ,(K) et 1€ K, on pose

al,l'!'bl,l. al,p+b1,p /la,l’l. /16114;
A+B= : ) : AA= '

ap1+bp1 ... apptbpp Aapy ... Aapp
Ainsi, fout naturellement,

Propriété 1

O
)

() (Anp(K),+,) a une structure de K-espace vectoriel, d’élément nul 0.4, ,a) =

(i dim.#y,,(K) =nx p.
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Remarque 4
dim 4, (K) = n? (et non n!)

Définition 6

0 .. 0
On appelle base canonique (Ey 1,Ei 2, ..., En,p) OU E; ; = 1 §<—i
0 ... 0
f
J

my mi,p
M= ( Do ) s'écrit de maniére unique ) m; ;E; ;.

Mp1 ... Mpp i,j

Propriété 2

Vi,kE [[l,l’l]], Vj,[E [[l,p]], (Ei,j)k,[ =6i,k6j,[-

Exemple 1
Base canonique de .4, 3(K) et décomposition d'une matrice dans cette base.

Propriété 3

() 2,(K) est un sous-espace vectoriel de 4, (K) de dimension n.

(i g, K) et 7,7 (K) sont des sous-espaces vectoriels de #,(K) de dimension GO

(i L'ensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement inférieures) strictes est un sous-

espace vectoriel de ., (K) de dimension n(nz_ 1 .

Démonstration

II's’agit de Vect(E; ;);., Vect(E; j); j. Vect(E;, j)i> j. Vect(E; j)i<; €F Vect(E; j);»j respectivement [

m PRODUIT MATRICIEL

Il Définition
Définition 7 : Produit matriciel

M K) x My g(K) —  My,q(K)
Soient  mpq € N*. On  définit  x : wr A v avec

(A,B) — C=AxB

p
Vie[l,n], Vjell,ql, cij=) airbk;
k=1

Calcul pratique :
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B : plignes et ¢ colonnes

|

bp,q

Cl'q

Cl,q

anp,1 ank an,p Cn,1 Cn k

Cn'q

A nlignes et p colonnes C=AxB: nlignes et g colonnes

Remarques 1

R1- SiLy,...,Ly sontleslignes de A et Cy, ..., Cq les colonnes de B :
| | Ci,j:Li XCj.
m Leslignesde AxBsont Ly xB, ..., L, x B.
m Les colonnes de Ax Bsont Ax Cy, ..., Ax Cy.

R2 - On retiendra que la multiplication & gauche agit sur les lignes, et la multiplication & droite sur les colonnes
(comme les indices).

R3 — A Il faut que les tailles soient compatibles pour multiplier des matrices.
Méme si les matrices sont carrées, le produit n’est pas commutatif (sauf si n=11).

Exemples 2

1 1 9 3
El-(2 3 = (35] et 5 3= .
| )(11) ) (11)( ) (22 33)
Lol A s gy i@ A L) Iy 2
E2- = et - ‘
(2 0) (3 1) (4 8) (3 1) (2 0) ( 5 3)
a bifx ax+Db ,
E3 - ( )( ) = ( ) et plus généralement, avec des notations évidentes (AX); = ) a; jx;.
c d

cx+dy j=1
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0 1)1 1 0 0
E4— = (pas d’intégrité).
0 1/\0 O 0 0

ES— 10 2 0|4 5 6]=|8 10 12
0 0 3J\7 8 9 21 24 27

4 5 6|0 2 0f(=|4 10 18

7 8 9J\0 0 3 7 16 27

E Propriétés

Propriété 4

X1

Soit A= (a;,) € My, p(K) une matrice et X = ( ;
Xp

Alors AX est une combinaison linéaire des colonnes de A.

Plus precisement, AX = x,Cy +---+ x,C, OU Cy, ..., C, désignent les colonnes de A.

) € 1 (K) une matrice colonne.

Propriété 5 : Produit de matrices diag., friang., triang. str.

() Multiplier & gauche (respectivement & droite) par une matrice diagonale revient & multiplier les
lignes (respectivement colonnes) par le coefficient diagonal correspondant.

(i diag(a,...,an) x diag(by, ..., by) = diag(a by, ..., anby)
. a 0)y [ b (0) ay by (0)
o A

0) an (0) by 0) bpbp

. ay (x) by (%) a1 by (x)

o (05

(0) an 0) by, (0) anby

) a 0)\ [ b (0) a1 by (0)
™ [ M) (o on
(%) an (%) by (%) anby
<—€—>

0..0 (%)

= 0
o .

NG

) Siogégn,( %, )
© o :

0

Idem avec les matrices triangulaires inférieures strictes.

Démonstration

Il suffit de poser les produits pour s’en convaincre.

CALCUL MATRICIEL - PAGE 7 SUR 19



HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE.RE r;',.i? |
EEEEY

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Propriété 6 : Bilinéarité, associativité, neutre

(i) Associdativité : Soient Ae .y, ,(K), B e M) 1K), Ce My, (K).
Ax(BxC)=(AxB)xC
(i) Bilinéarité : Soient Ae .y, ,(K), B € M) 4(K).
A—AxB et B—AxB

sont linéaires.
(iiy Neutre : Si A€ My p(K), AxI,=1I,x A=A

Démonstration

0}
[AxBxQ); ;= ZaszXC Zalk(Zbucﬁ)
q
—ZZI(Z a; kbk[)cl] ZZ [AXB]i,[Cl,j
:[(AxB)xC]i’j
(if)

p
[(A+24") xB]; ;= Z(alk+/lalk)bk] Zalkbk]+AZakbk] [AxB+AA"xB]; ;

idem & droite.
(i) Multiplication par une matrice diagonale.

Propriété 7 : E; ; x Ex,

Lorsque les tailles sont compatibles,
EjjxEre=0jkEir¢

Remarque 5

A Les différentes E, ., ne vivent pas dans les mémes espaces de matrices (ne sont pas de mémes tailles.)

Démonstration

m Premiére méthode : poser le produit.
m Deuxiéme méthode : N étant le nombre de colonnes de E; ; et de lignes de Ey ¢,

N N
[Ez] XEkZ]pq Zl i,j p,m[ Ic[]mq Z 0 p5] mOk, m6éq ( Zl5j,m6k,m)5i,p5€,q
m= =
N
=( > 8jmOkm|lEicl,q
m=1
N
aveC ) 8 mbim=0sij#ket1sij=k D'oule résultat.
m=1
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La K-algebre .4, (K)
n Structure

Propriété 8 : Structure d’anneau, d’algebre

Soit ne N*, (., (KK), +, x) est un anneau, ni commurtatif ni infegre dés que n > 2, d’élément unité I,,.
Ainsi, (., (K),+, x,-) est une K-algébre de dimension n?.

Démonstration

m K-espace vectoriel : ok.
Anneau :
* (M (K),+) est un groupe abélien.
* x est une Ici sur ., (K).
* x est associative.
* x est distributive sur + (par bilinéarité).
* I, est neutre pour x.

mSilpueKet M,Ne #,(IK), A(Mx N)=(AM) x N =M x (AN) par bilinéarité.
1 ... 1 =]l 1 ... 1 -1 ... -1
-1 -1
= x (0) = # (0) x = non commutatif.
(0) (0) (0) (0)
1 1
u (0) x (0) = (0) non intégre.

Propriété 9 : Sous-algébres

2,K), 7, K) et 7,7 (K) sont des sous-algébres de 4, (K).

n Conséquences
On peut en particulier appliquer :

Propriété 10 : Formules du Bindme et A™ — B™

Si A, B € 4, (K) fels que [ Ax B=Bx A], meN,

(A+B)m=2(m

AkBm—k
k=0 k

A™ - B™=(A-B)(A" '+ A" 2B +..-+ AB™ 2+ B"™71)

Exemple 2

1 1 0
Puissancesde A=|o0 1 1.
0 0 1
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Définition 8 : Polyndme en une matrice

SiAe t,(K) et P=ay+a X +--+ays X € K[X], on pose

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

P(A) = agly + a A+ +ag A%

Si P(A) = 0,4,k on dit que A annule P ou que P est un polynéme annulateur de A.

Remarques 2

R1 - Pratfique : si P annulateur A et si S polyndme, alors la division euclidienne de S par P sonne S= PQ+ R et donc
S(A) = R(A). Il suffit de savoir calculer le reste (inferpolation de Lagrange, etc.)

R2 - Deux polyndbmes en A commutent.

Exercice 1: Toute matrice A€ .#,(K) admet un polynébme annulateur non nul.

En effet (In,A, A2,...,A”2) possede plus d’éléments que dim.#;, (K) donc est liée.

Définition 9 : Nilpotence

Un matrice Ae .4, (K) est dite nilpotente lorsqu’il existe un entier k tel que Af = 0.1, (K) -
Le plus petit k vérifiant cette propriété s’appelle indice de nilpotence de A.

Remarque 6
On peut démontrer que I'indice de nilpotence est toujours < n.

Exemple 3

0 1 1
A=|0 0 1] nilpotente d’indice 3.
0 0 O

Remarque 7
Plus généralement, si A est tfriangulaire stricte, alors A est nilpotente.

Inversion de matrices

Définition 10

On appelle groupe linéaire I'ensemble ¥.«,,(K) des matrices de ., (K) inversibles (pour x).
A4 ¥, K) < 3IBe #,(K), AxB=BxA=1I,.

L'inverse de A est notée A™L.

Remarque 8
N’a de sens que pour des matrices carrées!
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Propriété 11

() (9£,(K),x) est un groupe.
(i SiABe9%,(K), AxBe9%,K) et (AxB)'=B1xA"L,
(i) SiAc 9L ,(K), A e 9L, (K) et (A1) = A,

(iv) Sont équivalentes :
m A estinversible
m A estinversible & gauche
m A estinversible & droite
m /es colonnes de A forment une famille libre
m /es lignes de A forment une famille libre

(V) Sire K\ {0k} et Ae 9%, (K), AMAe 9% ,(K) et A A)T=21"1A"1,

Démonstration

(i) Groupe des inversibles.
(i), (iii) et (v) Facile voire connu.
(iv) Admis provisoirement.

f! Méthode : Pour démontrer I’'inversibilité d’'une matrice et calculer son inverse,
on peut :

X1 N
m Résoudre le systéme A( : ) = ( : |+ il admet une unique solution si et seulement si A est inversible et alors on

Xn Yn

x1
ob‘rien‘r( : ):A‘l :
Xn Yn

m Effectuer des opérations élémentaires (pivot de Gauss) :

* Soit exclusivement sur les lignes,

* soif exclusivement sur les colonnes,
se ramener & I, et effectuer les mémes opérations simultanément en partant de I, qui va devenir A7 si A
est inversible :

Y1

A In

I A7l

m Utiliser un polyndme annulateur : si on a un polyndme P tel que P(A) = 0, avec un ccefficient constant non
nul, on peut frouver une matrice B telle que AB = I, enisolant I,, (ferme constant).

Exemple 4
=il
1 2 2 -1 2 0
1 1 1 =2 -2 -1
0 1 2 -1 1 1

n Inversibilité des matrices triangulaires
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Propriété 12

Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si aucun de ses coefficients diagonaux n’est nul,
et alors son inverse est encore triangulaire, d’éléments diagonaux I'inverse des éléments diagonaux.

a W ooo *
| estinversible < Vi€ [l,n], a;#0
*
0) “an
ef alors .
a Kk .. ok art  * *
3 >3
0) “an 0 a,’'
(idem pour les matrices triangulaires inférieures.)
Remarque 9
Dans ce cas, on a méme
k
a x .. ox a¥ ko«
VkeZ, o] =
. * IR 2
0) “an 0) ak

Démonstration
m Sitous les coefficients diagonaux sont non nuls, les colonnes de A sont facilement libres donc A est inversible.

m Supposons qu’un coefficient soit nul, soit a;. celui d’indice minimal.
Alors Cj,...,Cx_; forment une famille facilement libre donc une base KF-! x (0}"+1-F et comme

Cr e KF-1x (0y* 1=K car a;. = 0, les colonnes de A forment une famille liée et donc A n’est pas inversible.
Ensuite, la résolution du systéme triangulaire y = Ax permet d’exprimer chaque x; en fonction de yi, Yis1,---» Yn-

le coefficient devant y, éfant bien a;*. D’ol la forme voulue pour A™1,

Corollaire 1

ap ©
A estinversible < Vie[l,n], a;#0
©  a
et alors .
ar 0) ay' ©)
©  a © @
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m TRANSPOSITION

II Définition

Définition 11

Soit A€ Ay, (K).
On appelle transposée de A la matrice AT € ., ,(K) telle que

Vi, pelL,p]x[Ln], (AT),;= (A},

Remarques 3

R1- ‘A notfatfion frangaise. AT notation anglo-saxonne, donc internationale. Il faut connaitre les deux, mais |l
semble qu’au concours la premiére soit plus courante.

R2 - La i®ligne de A estla i® colonne de AT.
On obtient AT & partir de A par symétrie d'axe i = j ie la diagonale.

Exemples 3
1 -1
1 3 2
El- A= donc AT=|3 0
-1 0 6
2 6
1 7 6 1 3 1
E2—- B=(3 4 8|doncBT=|7 4 o0].
1 0 2 6 8 2

I! Propriétés

Propriété 13

J%n,p(]K) - J%p,n(]K)
A — AT

Soit T:

(i) Linéarité : Si A,Be My ,(K) et AeK,

(A+B)T=AT+BT et (AAT=2A4T

(i) T estinvolutif : si A,B e #y,,(K),
(aT)T =4

En particulier T est une bijection.
(iity Si A€ My pK),B € MpquIK),

(Ax B)T =BT x AT
(iv) Ae9%,(K) si ef seulement si AT e 4% ,(K) et dans ce cas

(amy = ()"
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Matrices symétriques et anti-symétriques

Définition 12
(i) On dit que Se .#,(K) est symétrique lorsque ST=Sie Vi,je[1,n], s;;=sj;.
On note #,(K) ={Se€ #,(K) | ST =S}.

(i) On dit que Ae.4,(K) est antisymétrique lorsque AT =-Ale Vi, je[1,n], aj;=—-a;;.
On note o, (K) ={A€ 4,(K) | AT = —A}.

Exemple 5
1 4 6 0 1 3
S=14 2 5|etA=|(-1 o0 2|
6 5 3 -3 -2 0

Remarque 10
La diagonale d'une matrice antisymétrique est nécessairement nulle.

Propriété 14

“(K) et o,(K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans ., (IK).

1 -1
De plus, dim 5, () = "2 of dim o, (1) = "2,

Démonstration

m Preuve 1: ¥,(K) et o, (K) sont des parties non vides de ., (IK) stables par combinaisons linéaires, donc des
sous-espaces vectoriels de 4, (K).

* Analyse : Si M = S+ A avec des nofafions évidentes, MT = S - A donc
S=%(M+MT)et A=1(M-MT).
* Synthése:Onabien M=} (M+MT)+% (M-MT), (§(M+MT))" =} (M+MT) et (§ (M- mT))" =-§ (M- MT).
D’ou I'existence et I'unicité.
m Preuve 2:
* Fp(K) =Vect({Ei,,- ;1<i< n}U{E,-'j+Ej,l- ;1<i<j< n}) la famille correspondante étant facilement libre,
nn+1)

donc #,(K) sous-espace vectoriel de .4, (K) de dimension
* oK) = Vect(Eiyj—Ej'i) la famille correspondante étant facilement libre, donc o, (K) sous-

nin=1)

1<i<j<n’
espace vectoriel de ., (K) de dimension

* Ainsi dim.%, (K) + dim <, IK) = dim .4, IK).
* De plus, #, (K) N, (K) = {0_y, ()}

Remarque 11
L'inverse d’une matrice (inversible) (anti)symétrique I'est encore, mais ¢’est faux pour le produit en général.
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m TRACE D’UNE MATRICE CARREE

Définition 13

n
Soit Ae .4, (K). On appelle trace de A le scalaire tr A= Z ai;.

i=1

Propriété 15

() Linéarité : Si A,Be 4,(K) et A e K, tr(A+B) =tr A+trB et tr(1A) = Atr A.
(ify Si A€ My,pK) et Be tp,,(K), tr(AB) = tr(BA).

/\ tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) # tr(BAC) en général. (Permutations circulaires seulement).

Exemple 6

1 0 1 1 1 0
A= ,B= etC= L tr(ABC) =2 #1=1tr(BAC).
0 0 0 0 1 0

ﬂ PRODUIT PAR BLOCS

Théoreme 1 : Produit par blocs

Soient n,m, p,q,r,s € IN*,
Soit les matrices définies par blocs

& & r

S
«— «—

A B\ln E F\l»
M= € MuyrmprqdK) et N= € Mp+q,r+sK)
C D|lm G Hllq

ou A,B,C,D,E, F,G, H sont des matrices de format correspondant. Alors

AE+BG AF+BH
Mx N =

€ Musm,r+sIK).
CE+DG CF+DH

Démonstration

Simple vérification.

Remarque 12

Se généralise a plus de quatre blocs.

Exemple 7
I, 2Iy|[A B A+2C B+2D
31, 4I,|)\C D 3A+4C 3B+4D
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Exercice 2

(0)

0 i o
Calculer A" ou A= , puis, plus généralement, A=
1 -1 ) 1
(0) 0
0 1

m OPERATIONS ELEMENTAIRES

Il Rappel

On rappelle qu’il existe 3 types d’opérations élémentaires .

m Les transpositions . L; — L; ou C; - C;.
m Les transvections : L; — L; + ALy avec k#i ou C; — C; +AC, QveC k # j.
m Les dilations : L; — AL; ou C; — AC; avec A #0.

E Interprétation en termes de produit matriciel

Les opérations élémentaires se traduisent par des multiplications & gauche (pour les lignes) ou & droite
(pour les colonnes) par des matrices (carrées) inversibles dont la taille est égale aux nombre de lignes res-
pectivement colonnes correspondantes.

m Transpositions : L; — L; (resp. C; — C;) se traduit par la multiplication & gauche (resp. a droite) par la

matrice de transposition :
1

. (0)
1
[ I |
S :
Pi,j = [ :
1:
1 .. 0
1
(0) .
1
1 1
S e

2 _ i i -1_p.
P;;=1In. Pijinversible et P, =P ;.

m Transvections : L; — L; + AL; (resp. C; — C; + ACy) se traduit par la multiplication par une matrice de
transvection T; (1) & gauche (resp. Ty, (1) & droite) avec

0)
T j(A) = : =I,+AE;

(0)

!
je

T; j(A) Ty, (W) = T;, j(A+w) donc T; j(A) inversible et (T; ; (;L))‘1 =T; j(—A).
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m Dilatation : L; — AL; (resp. C; — AC;) avec A # 0 se traduit par la multiplication par une matrice de
dilatation D;(1) & gauche (resp. & droite) avec

1 .
(0)

D;(A) = A

0)

!

ie
D;(A)D; () = D;(Ap) donc D;(A) inversible et (D; (1)~ = D; (A71).

Propriété 16

Une opération élémentaire sur ses lignes ou les colonnes préserve I'inversibilité.

Démonstration

En effet, on multiplie & gauche u & droite par une matrice inversible.

Application a I'inversion de matrice

Propriété 17

Par des opérations élémentaires sur des lignes (respectivement des colonnes), on peut transformer
une matrice inversible de ,(K) en 1I,,.

Démonstration

Sur les lignes, par exemple. Par pivot de Gauss, on se raméne a une matrice échelonnée en lignes, donc frian-
gulaire supérieure, et inversible donc les coefficients diagonaux sont tous non nuls :

mi,1 (%)
M=
0) h Mn,n
Par L; — mL”L,-, on obtient :
1 (%)
M =
() 1

puisparVi=1..n-1, L;j«—L;—m] Ly, ONarive &

Ou M] ala méme forme que M'. Il suffit de ré-appliquer I'étape suivante & M}, par récurrence (finie.)
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On en déduit la méthode d’inversion de matrice par opérations exclusivement sur les lignes ou les co-
lonnes de A.
m Surleslignes: PiPi_y---PiA=1,= A" = Py P_,---P1I,.
m Surles colonnes: AQ; Qs+ Qr=1,= A" =1,0,0; - Q.

m SYSTEMES LINEAIRES

I'.l Traductions d’un systéme linéaire

On considéere un systeme linéaire de n équations & p inconnues dans K :

ajXxy1t+ay2xs+---+ al,pxp = bl
(S)

An,1 X1+ Ap2X2 + -+ Ay pXp = by

On rappelle que la matrice du systeme linéaire est définie par

ain al,p
A= Edﬂn,p(]K)
Ani ... anp
et la matrice augmentée est
a, ... dip bl
M=
Aap,a Aan,p by

X1 b
Interprétation matricielle : si X = ( : ) et B= ( ;] )

E Espace des solutions

Propriété 18

L’'ensemble &y des solutions du systeme homogéne (H) associé a (S) est un sous-espace vectoriel de
K7,

Démonstration

Caractérisation des sev.

Propriété 19

L’ensemble des solution .#s est soit vide, soit de la forme Fs = Xy + %y oU %y € IKP est une solution parti-
culiere. On parle de sous-espace affine de IKP de direction #y.
Lorsque s = @, le systeme est dit incompatible. Sinon il est compatible.

Démonstration
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Exemple 8

<
|
N
|

x + = 1
(S){ p=3etn=2.
x -

1 1 -1
A= .
1 -1 1
Sy =Vect(0,1,1).
Solution particuliére : (0,1,0) donc s = (0,1,0) + Vect(0,1,1) = {(0,1+ ¢,7) ; t€ R}.

<
+
N
Il
|
—
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