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Calcul matriciel

K désigne un corps commutatif infini, R ou C au
programme.

I ESPACES DE MATRICES

1 Définition

Définition 1 : Matrice
Soient n, p ∈N∗. Onappellematrice à n lignes

et p colonnes à cœfficients dansK toute famille
de n×p éléments deK représentée sous la forme

M =



m1,1 . . . m1, j . . . m1,p

mi ,1 . . . mi , j . . . mi ,p

mn,1 . . . mn, j . . . mn,p


↑
j

← i

On note M = (
mi , j

)
1⩽i⩽n
1⩽ j⩽p

.

On note Mn,p (K) l’ensemble de ces matrices.
■ Lorsque n = 1, M =

(
m1 . . . mp

)
, on parle

de matrice ligne.

■ Lorsque p = 1, M =
( m1

...
mn

)
, on parle de ma-

trice colonne.

■ Lorsque p = n, M =
( m1,1 ... m1,n

...
. . .

...
mn,1 ... mn,n

)
, on parle de

matrice carrée.
On note Mn(K) pour Mn,n(K).

2 Quelques matrices carrées
particulières

Définition 2 : Matrice triangulaire

Soit n ∈ N∗. On appelle matrice triangulaire
supérieure (respectivement inférieure) tout ma-
trice M ∈Mn(K) telle que ∀ i > j , mi , j = 0 (respec-
tivement ∀ i < j , mi , j = 0.)

C’est donc une matrice de la forme⋆ ... ... ⋆

0
. . .

...
...

. . .
. . .

...
0 ... 0 ⋆

 (respectivement

⋆ 0 ... 0
...

. . .
. . .

...
...

. . . 0
⋆ ... ... ⋆

).
On note T +

n (K) (respectivement T −
n (K) ) l’en-

semble de ces matrices.
Lorsque les cœfficients diagonaux sont éga-

lement tous nuls, on parle de matrice triangu-
laire stricte.

Définition 3 : Matrice diagonale

Soit n ∈ N∗. On appelle matrice diago-
nale tout matrice carrée M ∈ Mn(K) telle que
∀ i 6= j , mi , j = 0.

C’est donc unematrice de la forme
( ⋆ (0)

. . .
(0) ⋆

)
.

On note diag(a1, . . . , an) =
( a1 (0)

. . .
(0) an

)
.

On note Dn(K) l’ensemble de ces matrices.

Définition 4 : Matrices scalaires

In = diag(1, . . . ,1) =
( 1 (0)

. . .
(0) 1

)
est appelée ma-

trice identité.
On appelle matrice scalaire toute matrice

de la forme diag(λ, . . . ,λ) =
( λ (0)

. . .
(0) λ

)
=λIn où λ ∈K.

3 Structure d’espace vectoriel

Définition 5 : Opération + et ·
Pour A,B ∈ Mn,p (K) et λ ∈ K, on pose

A+B =


a1,1 +b1,1 . . . a1,p +b1,p

an,1 +bn,1 . . . an,p +bn,p



λA =


λa1,1 . . . λa1,p

λan,1 . . . λan,p





LYCÉE LECONTE DE LISLE – LA RÉUNION https://mp2i.lecontedelisle.re

Propriété 1 : Espace vectoriel Mn,p (K)

(i) (Mn,p (K),+, ·) a une structure de K-
espace vectoriel, d’élément nul

0Mn,p (K) =


0 . . . 0

0 . . . 0

 notée 0n,p .

(ii) dimMn,p (K) = n ×p.

Définition 6 : Base canonique

On appelle base canonique (E1,1,E1,2, . . . ,En,p )
où

Ei , j =


0 . . . 0

1

0 . . . 0


↑
j

← i

appelée matrice élémentaire.

M =
( m1,1 ... m1,p

...
. . .

...
mn,1 ... mn,p

)
s’écrit de manière unique

∑
i , j

mi , j Ei , j .

Propriété 2 : Cœfficients de Ei , j

∀ i ,k ∈ J1,nK, ∀ j ,ℓ ∈ J1, pK,
(
Ei , j

)
k,ℓ = δi ,k δ j ,ℓ.

C’est-à-dire Chasles lorsque c’est possible ( j = k) et 0

sinon.

Propriété 3 : Sous-espaces de Mn(K)

(i) Dn(K) est un sous-espace vectoriel de
Mn(K) de dimension n.

(ii) T +
n (K) et T −

n (K) sont des sous-espaces vec-
toriels de Mn(K) de dimension n(n +1)

2
.

(iii) L’ensemble des matrices triangulaires supé-
rieures (respectivement inférieures) strictes
est un sous-espace vectoriel de Mn(K) de
dimension n(n −1)

2
.

II PRODUIT MATRICIEL

1 Définition

Définition 7 : Produit matriciel
Soient n, p, q ∈ N∗. On définit

× :
Mn,p (K)×Mp,q (K) −→ Mn,q (K)

(A,B) 7−→ C = A×B
avec

∀ i ∈ J1,nK, ∀ j ∈ J1, qK, ci , j =
p∑

k=1
ai ,k bk, j

2 Propriétés

Propriété 4 : AX est une combinaison linéaire
des colonnes de A

Soit A = (ai , j ) ∈ Mn,p (K) une matrice et

X =
( x1

...
xp

)
∈Mp,1(K) une matrice colonne.

Alors AX est une combinaison linéaire des co-
lonnes de A.

Plus précisément, AX = x1C1 + ·· · + xpCp où
C1, …, Cp désignent les colonnes de A.

Propriété 5 : Produit de matrices diag., triang.,
triang. str.

(i) Multiplier à gauche (respectivement à
droite) par une matrice diagonale revient
à multiplier les lignes (respectivement co-
lonnes) par le cœfficient diagonal corres-
pondant.

(ii)

diag(a1, . . . , an)×diag(b1, . . . ,bn) = diag(a1b1, . . . , anbn)

id est
( a1 (0)

. . .
(0) an

)( b1 (0)
. . .

(0) bn

)
=

(a1b1 (0)
. . .

(0) bn bn

)
.

(iii)
( a1 (⋆)

. . .
(0) an

)( b1 (⋆)
. . .

(0) bn

)
=

(a1b1 (⋆)
. . .

(0) an bn

)
et( a1 (0)

. . .
(⋆) an

)( b1 (0)
. . .

(⋆) bn

)
=

(a1b1 (0)
. . .

(⋆) an bn

)
.

(iv) Si 0⩽ ℓ⩽ n,
( 0 (⋆)

. . .
(0) 0

)ℓ
=

← ℓ→
0 ... 0 (⋆)

. . .
. . .

. . . 0

(0)
. . .

...
0


Idem avec les matrices triangulaires infé-
rieures strictes.
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Propriété 6 : Bilinéarité, associativité, neutre

(i) Associativité : Soient A ∈ Mn,p (K),
B ∈Mp,q (K), C ∈Mq,r (K).

A× (B ×C ) = (A×B)×C

(ii) Bilinéarité : Soient A ∈Mn,p (K), B ∈Mp,q (K).

A 7→ A×B et B 7→ A×B

sont linéaires.
(iii) Neutre : Si A ∈Mn,p (K), A× Ip = In × A = A.

Propriété 7 : Ei , j ×Ek,ℓ

Lorsque les tailles sont compatibles,

Ei , j ×Ek,ℓ = δ j ,k Ei ,ℓ

3 La K-algèbre Mn(K)

a Structure

Propriété 8 : Structure d’anneau, d’algèbre

Soit n ∈ N∗. (Mn(K),+,×) est un anneau, ni
commutatif ni intègre dès que n ⩾ 2, d’élément
unité In .

Ainsi, (Mn(K),+,×, ·) est une K-algèbre de di-
mension n2.

Propriété 9 : Sous-algèbres

Dn(K), T +
n (K) et T −

n (K) sont des sous-
algèbres de Mn(K).

b Conséquences

On peut en particulier appliquer :

Propriété 10 : Formules du Binôme et Am −B m

Si A,B ∈Mn(K) tels que A×B = B × A , m ∈N,

(A+B)m =
m∑

k=0

(
m

k

)
Ak B m−k

Am−B m = (A−B)
(

Am−1 + Am−2B +·· ·+ AB m−2 +B m−1)

Définition 8 : Polynôme en une matrice

Si A ∈ Mn(K) et P = a0 + a1X + ·· ·+ ad X d ∈K[X ],
on pose

P (A) = a0In +a1 A+·· ·+ad Ad .

Si P (A) = 0Mn (K) on dit que A annule P ou que
P est un polynôme annulateur de A.

Définition 9 : Nilpotence

Un matrice A ∈ Mn(K) est dite nilpotente lors-
qu’il existe un entier k tel que Ak = 0Mn (K).

Le plus petit k vérifiant cette propriété s’ap-
pelle indice de nilpotence de A.

c Inversion de matrices

Définition 10 : Groupe linéaire

On appelle groupe linéaire l’ensemble
GL n(K) des matrices de Mn(K) inversibles (pour
×).

A ∈GL n(K) ⇐⇒∃B ∈Mn(K), A×B = B × A = In .

L’inverse de A est notée A−1.

Propriété 11 : des matrices inversibles

(i) (GL n(K),×) est un groupe.
(ii) Si A,B ∈ GL n(K), A × B ∈ GL n(K) et

(A×B)−1 = B−1 × A−1.
(iii) Si A ∈GL n(K), A−1 ∈GL n(K) et

(
A−1

)−1 = A.
(iv) Sont équivalentes :

■ A est inversible
■ A est inversible à gauche
■ A est inversible à droite
■ les colonnes de A forment une famille

libre
■ les lignes de A forment une famille libre

(v) Si λ ∈K \ {0K} et A ∈GL n(K), λA ∈GL n(K) et
(λA)−1 =λ−1 A−1.

Méthode : Pour démontrer l’inversibilité
d’unematrice et calculer son
inverse,

on peut :

■ Résoudre le système A

( x1
...

xn

)
=

( y1
...

yn

)
: il admet

une unique solution si et seulement si A est in-

versible et alors on obtient
( x1

...
xn

)
= A−1

( y1
...

yn

)
.
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■ Effectuer des opérations élémentaires (pivot
de Gauss) :
⋆ soit exclusivement sur les lignes,
⋆ soit exclusivement sur les colonnes,
se ramener à In et effectuer les mêmes opé-
rations simultanément en partant de In qui va
devenir A−1 si A est inversible :

A In

...
...

In A−1

■ Utiliser un polynôme annulateur : si on a un
polynôme P tel que P (A) = 0n avec un cœf-
ficient constant non nul, on peut trouver une
matrice B telle que AB = In en isolant In (terme
constant).

d Inversibilité des matrices triangulaires

Propriété 12 : Inversibilité des matrices triangu-
laires

Une matrice triangulaire est inversible si et
seulement si aucun de ses cœfficients diago-
naux n’est nul, et alors son inverse est encore tri-
angulaire, d’éléments diagonaux l’inverse des
éléments diagonaux.

a1 ⋆ . . . ⋆

⋆

(0) an

 est inversible

⇐⇒∀ i ∈ J1,nK, ai 6= 0

et alors

a1 ⋆ . . . ⋆

⋆

(0) an



−1

=



a−1
1 ⋆ . . . ⋆

⋆

(0) a−1
n


(idem pour les matrices triangulaires inférieures.)

Corollaire 1 : Inversibilité des matrices diago-
nales


a1 (0)

(0) an

 est inversible ⇐⇒∀i ∈ J1,nK, ai 6= 0

et alors
a1 (0)

(0) an


−1

=


a−1

1 (0)

(0) a−1
n



III TRANSPOSITION

1 Définition

Définition 11 : Transposée

Soit A ∈Mn,p (K).
On appelle transposée de A la matrice

A⊺ ∈Mp,n(K) telle que

∀ (i , j ) ∈ J1, pK× J1,nK,
(

A⊺)
i , j = (A) j ,i

2 Propriétés

Propriété 13 : de la transposition

Soit T :
Mn,p (K) −→ Mp,n(K)

A 7−→ A⊺

(i) Linéarité : Si A,B ∈Mn,p (K) et λ ∈K,

(A+B)⊺ = A⊺+B⊺ et (λA)⊺ =λA⊺

(ii) T est involutif : si A,B ∈Mn,p (K),(
A⊺)⊺ = A

En particulier T est une bijection.
(iii) Si A ∈Mn,p (K),B ∈Mp,q (K),

(A×B)⊺ = B⊺× A⊺

(iv) A ∈ GL n(K) si et seulement si A⊺ ∈ GL n(K)
et dans ce cas(

A⊺)−1 = (
A−1)⊺
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3 Matrices symétriques et anti-
symétriques

Définition 12 : Matrices symétriques et anti-
symétriques

(i) On dit que S ∈Mn(K) est symétrique lorsque
S⊺ = S ie ∀ i , j ∈ J1,nK, si , j = s j ,i .
On note Sn(K) = {S ∈Mn(K) | S⊺ = S} .

(ii) On dit que A ∈ Mn(K) est antisymétrique
lorsque A⊺ =−A ie ∀ i , j ∈ J1,nK, a j ,i =−ai , j .
On note An(K) = {A ∈Mn(K) | A⊺ =−A} .

Propriété 14 : Supplémentarité de Sn(K) et
An(K)

Sn(K) et An(K) sont des sous-espaces vecto-
riels supplémentaires dans Mn(K).

De plus, dimSn(K) = n(n +1)

2
et

dimAn(K) = n(n −1)

2
.

IV TRACE D’UNE MATRICE CAR-
RÉE

Définition 13 : Trace
Soit A ∈Mn(K). On appelle trace de A le sca-

laire
tr A =

n∑
i=1

ai ,i .

Propriété 15 : de la trace

(i) Linéarité : Si A,B ∈ Mn(K) et λ ∈ K,
tr(A+B) = tr A+ trB et tr(λA) =λ tr A.

(ii) Si A ∈Mn,p (K) et B ∈Mp,n(K), tr(AB) = tr(B A).

" tr(ABC ) = tr(C AB) = tr(BC A) 6= tr(B AC ) en général.
(Permutations circulaires seulement).

V PRODUIT PAR BLOCS

Théorème 1 : Produit par blocs

Soient n,m, p, q,r, s ∈N∗.
Soit les matrices définies par blocs

M =

p↔ q↔A B

C D

l n

l m

∈Mn+m,p+q (K)

N =

r↔ s↔E F

G H

l p

l q

∈Mp+q,r+s (K)

où A,B ,C ,D,E ,F,G , H sont desmatrices de format
correspondant. Alors

M ×N =
AE +BG AF +B H

C E +DG C F +D H

 ∈Mn+m,r+s (K).

VI OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES

1 Rappel

On rappelle qu’il existe 3 types d’opérations élé-
mentaires :

■ Les transpositions : Li ↔ L j ou Ci ↔C j .
■ Les transvections : Li ← Li +λLk avec k 6= i ou

C j ←C j +λCk avec k 6= j .
■ Les dilations : Li ←λLi ou C j ←λC j avec λ 6= 0.

2 Interprétation en termes de
produit matriciel

Les opérations élémentaires se traduisent par
des multiplications à gauche (pour les lignes) ou
à droite (pour les colonnes) par des matrices
(carrées) inversibles dont la taille est égale aux
nombre de lignes respectivement colonnes corres-
pondantes.
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■ Transpositions : Li ↔ L j (resp.Ci ↔C j ) se traduit
par la multiplication à gauche (resp. à droite)
par la matrice de transposition :

Pi , j =



1
. . . (0)

1
0 ... ... ... 1
... 1

...
...

. . .
...

... 1
...

1 ... ... ... 0
1

(0)
. . .

1


↑ ↑

ie je

P 2
i , j = In , Pi , j inversible et P−1

i , j = Pi , j .

■ Transvections : Li ← Li+λLk (resp.C j ←C j +λCk)
se traduit par la multiplication par une ma-
trice de transvection Ti ,k (λ) à gauche (resp.
Tk, j (λ) à droite) avec

Ti , j (λ) =



1

(0)

1

λ . . . 1

(0)

1


↑
je

← ie

= In+λEi , j

Ti , j (λ)Ti , j (µ) = Ti , j (λ+µ) donc Ti , j (λ) inversible
et

(
Ti , j (λ)

)−1 = Ti , j (−λ).

■ Dilatation : Li ←λLi (resp. Ci ←λCi ) avec λ 6= 0
se traduit par la multiplication par une ma-
trice de dilatation Di (λ) à gauche (resp. à
droite) avec

Di (λ) =



1

(0)

1

λ

1

(0)

1


↑
ie

Di (λ)Di (µ) = Di (λµ) donc Di (λ) inversible et
(Di (λ))−1 = Di

(
λ−1

)
.

Propriété 16 : Opération élémentaire et inversi-
bilité

Une opération élémentaire sur ses lignes ou
les colonnes préserve l’inversibilité.

3 Application à l’inversion de
matrice

Propriété 17

Par des opérations élémentaires sur des
lignes (respectivement des colonnes), on peut
transformer une matrice inversible de Mn(K) en
In .

Méthode
Onen déduit laméthode d’inversion dematrice

par opérations exclusivement sur les lignes ou les co-
lonnes de A : il suffit d’appliquer les mêmes opéra-
tions qui transforment A en In pour transformer In en
A−1.

VII SYSTÈMES LINÉAIRES

1 Traductions d’un système li-
néaire

On considère un système linéaire de n équations
à p inconnues dans K :

(S)


a1,1x1 +a1,2x2 +·· ·+a1,p xp = b1

...

an,1x1 +an,2x2 +·· ·+an,p xp = bn

On rappelle que la matrice du système linéaire
est définie par

A =


a1,1 . . . a1,p

an,1 . . . an,p

 ∈Mn,p (K)

et la matrice augmentée est

M =


a1,1 . . . a1,p b1

...
...

...

an,1 . . . an,p bn


Interprétation matricielle : si X =

( x1
...

xp

)
et B =

(
b1
...

bn

)
,

(S) ⇐⇒ AX = B

CALCUL MATRICIEL - PAGE 6 SUR 7

https://mp2i.lecontedelisle.re


J. Larochette VERSION DU 1ER AVRIL 2023

2 Espace des solutions

Propriété 18 : Structure de SH

L’ensemble SH des solutions du système ho-
mogène (H) associé à (S) est un sous-espace
vectoriel de Kp .

Propriété 19 : Structure de SS

L’ensemble des solution SS est soit vide, soit
de la forme SS = x⃗0 +SH où x⃗0 ∈ Kp est une so-
lution particulière. On parle de sous-espace af-
fine de Kp de direction SH .

Lorsque SS = ∅, le système est dit incompa-
tible. Sinon il est compatible.
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