Calcul matriciel

KK désigne un corps commutatif infini, R ou C au C’est donc une matrice de la forme
programme.
* .. X * 0 .. 0
n o ) (respectivement ( E)).
oo : .0
ESPACES DE MATRICES 0 . 0 % V. *

On note 7, (K) (respectivement 7, (K) ) I'en-
n Définition semble de ces matrices.

Lorsque les ceoefficients diagonaux sont éga-
lement tous nuls, on parle de matrice triangu-

Définition 1 : Matrice laire stricte.

Soient n, p e N*. On appelle matrice a n lignes
et p colonnes a coefficients dans K toute famille o : :
de nx p éléments de K représentée sous la forme Définition 3 : Matrice diagonale

Soit n € IN*. On appelle matrice diago-
nale tout matrice carrée M e .4, (K) telle que

m'1,1 m.l,j 000 m},p Vi# j’ m; ;= 0.
* (0)
: C’est donc une matrice de la forme ( )
M= miy ... Mjj ... Mjp —1 0) *
: : : a ()
On note diag(ay, ..., a,) :( )
‘ ; @ ©)  an
Mp1 ... Mpj ... Mpp , .
On note 92, (K) I'ensemble de ces matrices.
1
J
Définition 4 : Matrices scalaires
Onnote M = (m,-,j) 1<i<n - . ©
1<j<p , I, = diag(l,...,1) = ( ) est appelée ma-
On note .,,,(K) I'ensemble de ces matrices. " et o 1 PP
mlorsQque n=1, M = (ml mp), on parle trice identité.

L On appelle matrice scalaire foute matrice
de matrice ligne. P
) =AI,oU ek,

de la forme diag(A,...,A) = (

my

-Lorsquepzl,Mz(;

Mp

), on parle de ma- © 2
trice colonne.
my1 ... Min
n Lorsquepzn,Mz( : : ),on parle de
Mp,1 ... Mpn

3 , i
matiice canée. . Structure d’espace vectoriel

On note ., (K) pour 4, ,(K).

Définition 5 : Opération + et -
Pour AB € ,,K) et A € K, on pose

al,l-!-bl,l. al,p'!'bl,p
E Quelques matrices carrées ArB=1 S
particuliéres n1+bpy o Anp+bap
A,Cll,l. /lal'p
Définition 2 : Matrice triangulaire AA = '
Soit n e IN*. On appelle matrice triangulaire Adn1 ... ‘./’la:n,p

supérieure (respectivement inférieure) tout ma-
trice M e .4, (K) telle que Vi> j, m; ;=0 (respec-
tivement Vi< j, m;;=0.)
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Propriété 1 : Espace vectoriel .#,, ,(K)

() (Mnp@),+,) a une stucture de K- m PRODUIT MATRICIEL

espace vectoriel, d’élément nul
0 ... 0 n
0@ =|: . :|nNOtéE 0. Définition

0 ... 0 Définition 7 : Produit matriciel
(i dim.#y,,K) = nx p. Soient np,q € IN*, On définit
M, p (K) x My g(K)  — My, q(K)

X ! avec
(A, B) — C=AxB
Définition 6 : Base canonique )
On appelle base canonique (E, 1, Ei 2,..., En, ) Vie[l,n], Vje[lq], cij= kZ @i kbr, j
ou -
0 ... 0
Eij=1: 1 :|<i E Propriétés
0 ... 0
i Propriété 4: AX est une combinaison linéaire
des colonnes de A
] Soit A = (a;j) € Mp(K) une matrice et
P . 202 . X1
appelée matrice élémentaire. X< ( 5 ) € .1 (K) une matrice colonne.
Xp
Alors AX est une combinaison linéaire des co-
lonnes de A.
My e mp Plus précisément, AX = x1Cy +--- + x,C, OU
M= ( o ) s 6ciit de maniere unique Y m Ei . G, ..., C, désignent les colonnes de A.
mp,y ... Mp,p i,j

Propriété 5 : Produit de matrices diag., triang.,

triang. str.

Propriété 2 : Coefficients de E; ; () Multiplier & gauche (respectivement &
. . 3 droite) par une matrice diagonale revient
vike[Ln], ¥j.le[Lpl (Bij)y,=01k05e a multiplier les lignes (respectivement co-
lonnes) par le coefficient diagonal corres-
pondant.
(in

C’est-0-dire Chasles lorsque c’est possible (j = k) et 0 . . .
diag(ay,...,a,) x diag(by, ..., b,) = diag(a, by, ..., a,by)

sinon.
) a 0)\ ( b1 (0) a1 b (0)
/desf( )( N
(0) Aan 0) by (0) bpby,
. a )\ (b (%) ayby (%)
Propriété 3 : Sous-espaces de .#,,(K) (i) ( )( ) = ( )
0) an 0) by (0) anbp
() 2,(0K) est un sous-espace vectoriel de ez:l O\ (b O ab 0
A,(K) de dimension n. ( )( ) = ( )
. n bn nbn
(i) T (K) et 7,7 (K) sont des sous-espaces vec- st ™ /
, . . nn+1 R
toriels de ,(IK) de dimension ( ). 0.. 0 (%
i , . . . (N CON
(ii) L’ensemble des mafrices friangulaires supe- ) Sio<e<n, ( | * ) _ o
rieures (respectivement inférieures) strictes © 0 o
. 0) .o
est un sous-espace vectoriel de 4, (K) de 0
n(n-1) Idem avec les matrices triangulaires infé-

dimension . . ;
2 rieures strictes.
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Propriété 6 : Bilinéarité, associativité, neutre

() Associativité : Soient A e My pK),
Be My (K), Cey,K).

Ax(BxC)=(AxB)xC
(i) Bilinéarité : Soient A€ iy, ,(K), B € M) q(K).
A—AxB et B—AxB

sont linéaires.
(iiy Neutre : Si A€ My p(K), AxI,=1I,x A=A

Propriété 7 : E; ; x Ex,

Lorsque les tailles sont compatibles,

EjjxExe=0jrEir

La K-algébre .4, (K)
n Structure

Propriété 8 : Structure d’anneau, d’algébre

Soit n € N*, (4,K),+,x) est un anneau, ni
commurtatif ni infegre dés que n > 2, d’élément
unité I,,.

Ainsi, (4,(K),+, x,-) est une K-algebre de di-
mension n?.

Propriété 9 : Sous-algébres

2,K), I, et 7, (K sont des sous-
algébres de ., (K).

H Conséquences

On peut en particulier appliquer :

Propriété 10 : Formules du Bindme et A — B™

SiA,Be #,(K) felsque|AxB=BxA|, meN,

m
(A+B)’”:Z(m

AkBm—lc
k=0 k

A™-B™ = (A-B) (A" + A" 2B +...+ AB™ 2+ B™ 1)
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Définition 8 : Polyndme en une matrice

SiAe K et P=ag+a X+ +as X% e K[X],
on pose

P(A) =aply+a A+ +ag A%,

Si P(A) =0_4,a on dit que A annule P ou que
P est un polynébme annulateur de A.

Définition 9 : Nilpotence

Un matrice A e ., (K) est dite nilpotente lors-
qu’il existe un entier k tel que AF=0_4, k).

Le plus petit k vérifiant cette propriété s’ ap-
pelle indice de nilpotence de A.

Inversion de matrices

Définition 10 : Groupe linéaire

On appelle groupe linéaire |'ensemble
4<% ,(K) des matrices de ., (IK) inversibles (pour

x).
Ae¥4YL,K)—3IABe H,(K), AxB=BxA=1I,.

L'inverse de A est notée A1,

Propriété 11 : des matrices inversibles

(h ©«£,(K),x) est un groupe.

(i Si AB € 94,K), AxB € 9%¢,K) et
(AxB)1=B"1xA1L

(ii) Si Ac9L,(K), A e 4L, (K) ef (A7) = A,

(iv) Sont equivalentes :
m A estinversible
m A estinversible & gauche
m A estinversible & droite
m /es colonnes de A forment une famille
libre
m /es lignes de A forment une famille libre

(V) Sire K\{og} ef Ae9%,(K), \Ae 4%, (K) et
A 1=21"1a"1

fg Méthode : Pour démontrer I’inversibilité
d’une matrice et calculer son
inverse,

on peut :
X1 J1
m Résoudre le systeme A( : ) = ( o | il admet
Xn Yn
une unique solution si et seulement si A est in-
X1 N
versible et alors on obtient ( : ) =IAL

Xn

Yn
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m Effectuer des opérations élémentaires (pivot
de Gauss) :
* soit exclusivement sur les lignes,
* Soit exclusivement sur les colonnes,
se ramener a I, et effectuer les mémes opé-
rations simultanément en partant de 1,, qui va
devenir A7L si A estinversible :

A I,

I A7l

m Utiliser un polyndme annulateur : si on a un
polyndbme P tel que P(A) = 0, avec un coef-
ficient constant non nul, on peut trouver une
matrice B telle que AB = I, enisolant I, (terme
constant).

n Inversibilité des matrices triangulaires

Propriété 12 : Inversibilité des matrices triangu-

laires

Une matrice triangulaire est inversible si et
seulement si aucun de ses ccefficients diago-
naux n’est nul, et alors son inverse est encore ftri-
angulaire, d’éléments diagonaux I'inverse des
éléements diagonaux.

ay %€ ooo *
.+ | estinversible
*
) Can
—=Vie[l,n], a;#0
et alors
-1
ar k.. ok alt x . %
. * . *
0) “an 0) a,'

(idem pour les matrices triangulaires inférieures.)

Corollaire 1: Inversibilité des matrices diago-
nales

a ()
estinversible < Vie[1,n], a; #0

) Cap
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et alors

ar 0) a;! ©)

©  ap ©  a

m TRANSPOSITION

Il Définition

Définition 11 : Transposée

Soit A€ Ay, (K).
On appelle transposée de A la matrice
AT e My (K) telle que

V(lr]) € [[LP]] S [[l,l’lﬂ, (AT)i,j = (A)j,i

E Propriétés

Propriété 13 : de la transposition

'/%”vp K — pn (K)
A — AT

Soit T:

() Linéarité : Si A,Be t,(K) et 1K,
(A+B)T=AT+BT et AAT=1AT
(i) T estinvolutif : si A,B e #y,,(K),
(aT)T=4
En particulier T est une bijection.
(iity Si A€ Mn,pK),B € Mpq(K),
(AxB)T =BT x AT

(iv) Ae9%,(K) si et seulement si AT € 4%, (K)
et dans ce cas

(AT = (a7
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Matrices symétriques et anti-

symétriques

Définition 12 : Matrices symétriques et anti-

symétriques

() Ondit que Se ., (K) est symétrique lorsque
ST=SieVi,je [[1,n]], Sij=Sji
On note #,(K) ={Se€ #4,(K) | ST =S}.

(i) On dit que A € .4,IK) est antisymétrique
lorsque AT=-Ale Vi, je[l,n], aji=-a;,;.
On note o, (K) = {A€ #,(K) | AT=-A}.

Propriété 14 : Supplémentarité de .#,(K) et

oy (K)

F(K) et o, (K) sont des sous-espaces vecto-
riels supplémentaires dans 4, (IK).

De plus,
nn—-1)

dim#,K) = ”(”2“) of

dim o7, (K) =

m TRACE D’UNE MATRICE CAR-

»
REE

Définition 13 : Trace

Soit Ae ., (K). On appelle trace de A le sco-
laire

n
trA= Z aii.
i=1

Propriété 15 : de la trace

() Linéarité : Si AB e #,K) et 1 e K,
tr(A+B)=trA+trB ef tr(AA) = Atr A.

(i) Si A€ My p(K) €t Be My ,(K), tr(AB) = tr(BA).

/N t(ABC) = t(CAB) = tr(BCA) # t(BAC) en général.
(Permutations circulaires seulement).
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ﬂ PRODUIT PAR BLOCS

Théoreme 1 : Produit par blocs

Soient n,m, p,q,r,s € IN*,
Soit les matrices définies par blocs

2

i<

A Blln
M= E./ﬂn+m,p+q(]K)
Dl m

S
— «—

E F|lp
N = € -/”p+q,r+s(]K)
G Hflq

oU A,B,C,D,E, F,G, H sont des matrices de format
correspondant. Alors

AE+BG AF+BH
MXN:
CE+DG CF+DH

) € -/%n+m,r+s(]K)-

m OPERATIONS ELEMENTAIRES

Il Rappel

On rappelle gu’il existe 3 types d’opérations élé-
mentaires :

m Les transpositions : L; — L; ou C; - C;.

m Les transvections : I; — L; + AL; avec k # i ou
Cj <—Cj+/le avec k#j.

m Les dilations : L; — AL; ou C; — AC; avec 1 #0.

E Interprétation en termes de
produit matriciel

Les opérations élémentaires se traduisent par
des multiplications & gauche (pour les lignes) ou
a droite (pour les colonnes) par des matrices
(carrées) inversibles dont la faille est égale aux
nombre de lignes respectivement colonnes corres-
pondantes.
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m Transpositions : L; — L; (resp. C; — C;) se traduit
par la multiplication & gauche (resp. & droite)
par la matrice de transposition :

1

. )
1
0... .1
i1 :
Pij= :
10
1 .0
1
©) -
1
1 1
- e

2 _ L i -1_ p, .
Py =1In, P inversible et Py =Pij.

m Transvections: L; — L;+ AL (resp. Cj — Cj+ACx)
se fraduit par la multiplication par une ma-
trice de transvection T; (1) & gauche (resp.
Ty, (1) G droite) avec

(0)

T, ;M) = :
Ao — e

(0)

f

je
T j(A)T;j(w) = T; j(A+p) donc T; j(A) inversible
et (T;;(V) ™" = Ti; (-0,

m Dilatation : L; — AL; (resp. C; — AC;) avec 1 #0
se tfraduit par la multiplication par une ma-
trice de dilatation D;(1) & gauche (resp. &
droite) avec

(0)
D;(A) = A

0

!

ie

D;(AM)D;(w) = D;(Aw) donc D;(A) inversible et
(DiA) ' =D; (A7),

= In+/1Ei,j

m SYSTEMES LINEAIRES

[E];
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Propriété 16 : Opération élémentaire et inversi-

bilité

Une opération élémentaire sur ses lignes ou
les colonnes préserve I'inversibilité.

Application a l'inversion de
matrice

Propriété 17

Par des opérations élémentaires sur des
lignes (respectivement des colonnes), on peut
transformer une matrice inversible de #,,(K) en
To

f! Méthode

On en déduit la méthode d’inversion de matrice
par opérations exclusivement sur les lignes ou les co-
lonnes de A : il suffit d"appliquer les mémes opéra-
tions qui transforment A en I, pour transformer I, en
AL,

Il Traductions d’un systéme li-
néaire
On considére un systéme linéaire de n équations
d p inconnues dans K :

a1 X1+ apxe++aLpxy = by
(S)
Ap1 X1+ Ap2Xo+ -+ appXp = by

On rappelle que la matrice du systeme linéaire
est définie par

ain aLp
A= € My, p(K)

An1 ... Qnp
et la matrice augmentée est

arn al,p bl

an1 ... Gpp | by

X1 b
Interprétation matricielle : si X = ( ; ) et B= ( ;l )

Xp by,

(§)<—= AX=B
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E Espace des solutions

Propriété 18 : Structure de .7y

L’ensemble #y des solutions du systéme ho-
mogéne (H) associé a (S) est un sous-espace
vectoriel de KP”,

Propriété 19 : Structure de .

L’'ensemble des solution #s est soit vide, soit
de la forme s = %y + S oU Xy € KP est une so-
lution particuliére. On parle de sous-espace af-
fine de KKP de direction #y.

Lorsque %5 = @, le systeme est dit incompa-
tible. Sinon il est compatible.
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