Probabilités sur un univers fini

nEXPERIENCE ALEATOIRE, UNI-
VERS, VARIABLES ALEATOIRES

Il Expérience aléatoire

Une expérience est dite aléatoire lorsque I'on ne
peut pas prédire de maniére certaine son résultat.
Autrement dit, il s’agit d'une expérience renouve-
lable et dont le résultat ne sera a priori pas toujours
le méme.

A chaque expérience aléatoire, on va associer
un résultat (on dit aussi une issue ou une réalisa-
tion), dépendant de ce que I'on souhaite obser-
ver.

E Univers et événements

Définition 1 : Univers

L'ensemble des résultats possibles d’une ex-
périence aléatoire est appelé univers (ou uni-
vers des possibles), souvent noté Q.

Définition 2 : Evénement

On appelle événement aléatoire fout en-
semble de résultats d’une expérience aléatoire
modélisée observable. C’est donc une partie
de I'univers Q des possibles.

Définition 3 : Vocabulaires probabiliste et en-

sembliste

Terminologie Terminologie

probabiliste ensembliste
Résultat possible weQ
Evénement Ae2(Q)
A est réalisé weA
Aimplique B AcB
Evénement élémentaire Singleton {w} ol w e Q
Evénement « A ou B » AUB
Evénement « A et B» ANB
Contraire de A A=Q\A
(An’‘est pas réalisé)
Evénement impossible 12
Evénement certain Q

A et B sont incompatibles

A et B sont disjoints: AnB=o

Définition 4 : Systeme complet d’événements

On dit que (4))i<i<n st un systeme com-
plet d’événements (sce) lorsque les événements

sont deux & deux incompatibles et que | | A;
1<i<n

est I'événement certain Q.

Autrement dit, lorsque (4;)1<i<, forme un re-
couvrement disjoint de Q :

Vi#j, AinAj=2 et

U 4i=q

1<i<n

Propriété 1 :sce couple et élémentaire

Soit Q un univers fini.
() Pour tout événement A, la famille (A,Z) est
un systéme complet d’événements de Q.
(i La famille ({w}) . formée des événe-
w

ments élémentaires est un systtme com-
plet d’événements de Q.

Variables aléatoires

Définition 5 : Variable aléatoire

Soit Q et E deux ensembles non vides. On ap-
pelle variable aléatoire sur Q & valeur dans E
toute application

X:Q—E

Lorsque E c R, on parle de variable aléatoire
réelle.

Lorsque X(Q) est fini, on parle de variable
aléatoire finie.

Si AcE,I"'événement

XA ={weQ| X(w)e A

est noté {X € A} ou (X € A).
En particulier, on note (X = x) I'événement

X xh) = weQ | X() = x}

et si X est une variable aléatoire réelle, (X < x)
I’événement

X -oo,x) ={weQ | X(w) < x},

efc.

Comme pour foute fonction, on notfe
ImX =X(Q) ={X(w) ; weQ}.
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Propriété 2:sce associé a X (viy Si Ay,...,A, sont des parties de Q deux &

Soi , L . deux disjointes (ie des événements deux &
oit X variable aléatoire sur Q & valeurs dans deux incompatibles),

E, AcE.
XeAd=|]|X=x. n
xgx P(A U LA, = ) P(A).
k=
En particulier, avec A = X(Q), (X = %)) ex@ '
est un systeme complet d’événements appelé . 5
systéme complet d’événements associé a X. (il D= EAP({‘”})'
- Py P g 2
m ESPACES PROBABILISES FINIS Propriété 4 : Inégalité de Boole

n n
SiAy,...,Ane 2(Q), IP(U A,-) < ) PA.
i=1 i=1

Il Probabilité

Définition 6 : Probabilité

Soit Q un univers fini. On appelle probabilité Propriété 5 : Expression “diline probabilité - &
sur Q foute application P définie sur 2(Q) & vo- I'aide d'un sce
leurs reelles felle que Si (Q,P) est un espace probabilisé fini et
m Pour tout Ae 2(Q), P(A) >0. Ay,..., A, Un systétme complet d’événements,
m P(Q) =1 alors pour tout événement B,

m P est additive : si A, B sont incompatibles,

P(AuB) =P(A) +P(B). ]P(B):i]P(BmAi).

i=1

Définition 7 : Espace probabilisé fini

On appelle espace probabilisé fini tout . )
couple (Q,P) ou Q est fini et P est une probabilité Corollaire 1: Cas d’'un couple sce
sur Q.

Si (Q,IP) est un espace probabilisé fini, X une
variable aléatoire sur Q & valeurs dans E, A une
parfie de E, x un élément de A.

Si (Q,P) est un espace probabilisé fini et A un
événement, alors pour fout événement B,

1P(B)=1P(BnA)+]P(BnZ)

On note P(X € A), P(X = x) et P(X < x) les pro- . . . .
babilités des événements (X € A), (X = x) et, si Détermination par Image des
E<R. (X< x) respectivement. événements élémentaires

Définition 8 : Distribution de probabilités

E ProPrIetes On appelle distribution de probabilités sur un

_ - ensemble E fini toute famille (p,) e € (R*)" telle
Propriété 3 : d’'une probabilité que ¥ p.=1.

< Tl E
Soit (Q,P) un espace probabilise fini, a
A, B e 2(Q) deux événements.

() P@)=0.

Propriété 6 : Caractérisation de la probabilité

(i P (Z) =1-P(A). par une distribution de probabilité
(iiy Croissance : Si Ac B, P(A) < P(B).

SiQ fini et si(po),eq €St une distribution de pro-

(iv) P(A) € 0,1] babilité sur Q (pour fout w € Q, p, > 0 tels que
(v) P(B\A) =P(B)-P(ANB). )" pw =1), alors il existe une unique probabilité
7 weQ)
Et donc si Ac B, P(B\ A) =P (B) -P(A). ]Pesur Q telle que YVw e Q, P({w}) = po.

(Vi) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(An B).
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ﬂ Probabilité uniforme E Formule des probabilités
composées
Définition 9 : Probabilité uniforme
Soit © un ensemble fini. L'unique probabi- Théoréme 1 : Formule des probabilités compo-
lité telle que tous les événements élémentaires sées

soient équiprobables est appelée probabilité

uniforme. Soit n > 2, A,..., A, des événements

de Il'espace probabilisé fini (Q,IP) tels que
P(Ain---nA,-1)>0.

Propriété 7 : Expression de la probabilité uni- PAIN---NA,) =P(A) xP(Ay | A)) xP(A3 | A;NAy)
forme x--xP(A, | A1n---NA;_1)

Soit Q un ensemble fini muni de la probabilité
uniforme P. Alors

1
(O PourtoutweQ, po =Plwh = 5. Formule des probabilités to-

(i) Pour tout événement A, P(A) = %. tales

Théoreme 2 : Formule des probabilités totales

Si (Q,P) est un espace probabilise fini et

m PRQBAB||_|'|'E$ CONDITION- Ai,...,Ap un systetme complet d’évenements,

alors pour fout événement B,
NELLES

n n
P(B)=) P(BnA)=) PB]|A)PA)

n i=1 i=1
& gu gm n
Définition = Y P(A)P 4, (B).

i=1

Définition 10 : Probabilité conditionnelle

avec la convention P(B | A;)IP(A;) = 0 lorsque
Si A et B sont des événements de |'espace P(4;) =0.

probabilisé fini (Q,P) et si P(B) >0, on appelle pro-

babilité de A sachant B le réel

IP(AnB) Corollaire 2 : Cas d’'un couple sce

Pp(A)=P(A| B)= P®

Si (Q,IP) est un espace probabilisé fini et A un
événement, alors pour fout événement B,

Propriété 8 P(B) =P (B | AP(A) +P(B|A)P(A)

Soit (Q,P) un espace probabilisé fini, B un
événement tel que P(B) > 0. Alors I’application

ﬂ Formule de Bayes

) Q) — 1[0,1]

Pp:
A — PpA=PAIB Propriété 10:Formule de probabilité des
causes

est une probabilité sur Q.
Si A,B sont des événements de probabilité
non nulle sur I’espace probabilisé (Q,1P), alors

Propriété 9 P(A| B) = P(B| A) P(A)
P(B)
Soit (Q,P) un espace probabilisé fini, A,B
deux événements.
| SiIP(B)>0,IP(AﬂB)=IP(A|B)XIP(B) P(A|B) = PB| A PA)

| | S/]P(A) >0, IP(AﬂB) :IP(B | A) XIP(A) - PB| A IP(A)+IP(B [ Z) ]P[Z)
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Théoréeme 3 : Formule de Bayes

Soif (Ay, ..., Ay) un systéme complet d’évéene-
ments de probabilités non nulles sur I’espace
probabilisé (Q,IP), B un événement de probabi-
lité non nulle et j e [1,n]. Alors

P(B | Aj) P(A))

P(Aj| B)=

Y P(B| A) P(A)
i=1

m Lol D’UNE VARIABLE ALEA-
TOIRE

Il Généralités

Définition 11 : Loi d’'une variable aléatoire

Soit X variable aléatoire sur I'espace proba-
bilisé (Q,P). On appelle loi de X |'application

X)) — [01]
X o
A — P(XeA

Propriété 11 : Laloi d’une VA est une probabilité

La loi Px de la variable aléatoire X est une
probabilité sur X(Q).
Ainsi, (X(Q),Px) est un espace probabilisé.

Propriété 12 : Evénements élémentaires

Si X variable aléatoire sur Q, la loi de X
est entierement déterminée par la donnée des
Px({x}) =P(X = x) pour x € X(Q) : ils forment une
distribution de probabilités.

Plus précisément, on a pour tfout Ac X(Q),

Px(A) =) PX=x).

X€EA

E Quelques lois usuelles

X désigne une variable aléatoire sur un espace probao-
bilisé fini (Q,1P).

[&:
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ﬂ Loi uniforme

Définition 12 : Loi uniforme

On dit que X suit une loi uniforme lorsque
pour tout x € X(Q),

1
Px(ta) =P(X=x=—
ou n = |X(Q)|, c’est-A-dire que pour fout A< X(Q),
A
Px(A) = u.
n

On note alors X ~ % (n).

sssssssssss
K

FIGURE 1 - Loi 2 (10)

ﬂ Loi de Bernoulli

Définition 13 : Loi de Bernoulli

On dit que X suit une loi de Bernoulli de pa-
rameétre p € [0,1] lorsque X(Q) <{0,1}, P(X=1)=p
etP(X=0=g=1-p.

On note alors X ~ B(p).

FIGURE 2 — Loi 28(0.3)

Propriété 13

Les variables aléatoires qui suivent une loi de
Bernoulli de paramétre p sont exactement les
fonctions indicatrices des parties F de Q telles
que P(F) = p.
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Loi binomiale

Définition 14 : Loi binomiale

On dit que X suit une loi binomiale de pa-
rameétre (n,p) ou p € [0,1] lorsque X(Q) < [0,n] et
pour tout k€ [0, n],

— = [k ik — [Tk n—k
IP(X—k)—(k)p (I-p) (k)Pq

avec g=1-p. On note alors X ~ A(n, p).

::::::::::::

FIcURE 3 — Loi 98(10,1/4)

mOPERATIONS SUR LES VA-
RIABLES ALEATOIRES

I'.l Fonction d’une variable aléa-
toire

Définition 15 : Fonction d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire sur Q et f un ap-
plication définie sur X(Q). Alors fo X est une va-
riable aléatoire notée f(X).

Propriété 14 : Détermination de la loi de f(X)

Laloide Y = f(X) est donnée par

Vye fX(Q), P(Y=y=P(f(X)=y)=P(Xef i)

= ) PX=x.
x| fx)=y

VERSION DU @ AVRIL 2023

Propriété 15

Si X et Y sont des variables aléaftoires,

PX+Y=2= )

xy | x+y=z

P(X=xY=y)

PXY=2= )

Xy | xy=z

P(X=xY=y)

E Couples de variables aléa-
toires

n Définitions

Définition 16 : Couple de variables aléatoires

Soit Q fini, X, Y variables aléatoires sur Q & vo-
leurs dans E, E'. L'application

— ExE
(X,Y):
0w — Xw),Yw))

est une variable aléatoire appelé couple (X, Y).

Propriété 16 : sce associé a un couple de va

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
sur un univers fini Q. Alors la famille d’événe-

ments (((X, Y) = (x, y)))(x,y)ex(mxy(m est un sys-

téme complet d’événements appelé systéme
complet d’événements associé au couple
(X,Y).

n Lois conjointe et marginales

Définition 17 : Loi conjointe

Soit (X,Y) un couple de variable aléatoires.
On appelle loi conjointe de (X,Y) laloi Px y, de
la variable aléatoire (X, Y).

Définition 18 : Lois marginales

Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires,
les lois de X et de Y sont appelées premiere et
seconde lois marginales du couple.

PROBABILITES SUR UN UNIVERS FINI - PAGE 5 SUR 7



LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Propriété 17

La loi conjointe de (X,Y) détermine les lois
marginales de (X,Y) mais la réciproque est
fausse.

Loi conditionnelle

Définition 19 : Loi conditionnelle

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires.
Pour tout x € X(Q) tel que P(X = x) # 0, la loi condi-
tionnelle de Y sachant (X = x) estlaloi de Y pour
la probabilité conditionnelle P x-,. Elle est donc
déterminée par, pour fout y e Y(Q),

PX=xY=y)

PO =yIX=0=—"F5"%

Extension aux n-uplets

Définition 20 : n-uplets de variables aléatoires

Soit (Xj,...,X,;) un n-uplet de variables aléa-
toires.

La loi conjointe de (Xj,..., X,,) est déterminée
parles P(X; = x1,..., X, = x,) OU pour fout i € [1,n],
x; € X;(Q).

Les lois de Xj, ..., X, sont les lois marginales de
(X1,..., Xn).

Définition 21 :Loi conditionnelle pour n va-

riables

Si X1,.eer Xp—1 sont  fixés, fel que
PX; = x1,...,Xn-1 = xn,-1) > 0, la loi condition-
nelle de X,, sachant (X = x1,..., X1 = x,,-1) est
déterminée par

PXn=xn | X1=x1,...,Xn-1=Xn-1)
_ ]P(Xl :xlr--an:xn)
]P(Xl :xlyv'-)Xl’l—l :xn—l)

pour tout x,,.

[&:
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m INDEPENDANCE

Il Couple d’événements indé-
pendants

Définition 22 : Indépendance de deux événe-

ments

Deux événements A et B d'un espace proba-
bilisé fini (Q,P) sont dits indépendants lorsque

P(AnB)=P(A) xIP(B).

On note A 1L B lorsque A et B sont indépendants.

Propriété 18:Indépendance et probabilités
conditionnelles

Deux événements A ef B d’un espace pro-
babilisé fini (Q,P) tels que P(B) >0 sont indépen-
dants si et seulement silP(A | B) = P(A).

Propriété 19 :Indépendance et événement
contraire

Si deux événements A et B d’un espace pro-
babilisé fini (Q,P) sont indépendants, alors

m A et B sont indépendants,

m A et B sont indépendants,

m A et B sont indépendants.

E Famille d’événements indé-
pendants

Définition 23 : Famille d’événements indépen-

dants

Soit (41, As,..., A,;) une famille d’événements
de I'espace probabilisé fini (Q,P).

m AL, A,..., A, sont dit deux & deux indé-
pendants lorsque pour tfout i # j, A; et
Aj sont indépendant, c’est-G-dire que
P(A; N Aj) = IP(Ai)IP(Aj).

m A, A,,..., A, sont dit indépendants, ou mu-
tuellement indépendants, lorsque pour
toute partie non vide I de [1,n].

P

(A

iel

=[]PAn.

iel
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Propriété 20

Si Ay, A,,..., A, sont indépendants, alors ils
sont deux G deux indépendants. La réciproque
est fausse si n > 3.

ﬂ Variables aléatoires indépen-
dantes

n Cas d’un couple de variable

Définition 24 : Indépendance

Soient X, Y deux variables aléatoires sur |I'es-
pace probabilisé fini (Q,P).

X et Y sont dites indépendantes si pour tout
(A,B) € 2(X(Q)) x 2(Y(Q)). les événements (X € A)
et (Y € B) sont indépendants, c’est-a-dire

P(XeAYeB) =PXeA P(YeB).

Onnote X1Y.

Propriété 21 : Caractérisation par les événe-

ments élémentaires

X et Y sont indépendantes si et seulement si
pour fout (x,y) € X(Q) x Y(Q), (X = x) ef (Y = y) sont
indépendants, c’est-a-dire

PX=x,Y=y)=PX=x) P(Y=y).

Propriété 22 : Indépendance et lois condition-

nelles

Soit (X,Y) couple de variables aléatoires. Il y
a équivalence entre

() Les variables aléatoires X et Y sontindépen-
dantes.

(i) Pour tout y e Y(Q) tfel que P(Y = y) >0, la loi
de X sachant (Y = y) estla méme que la loi
de X.

(il Pour tout x € X(Q) fel que P(X = x) >0, Ia loi
de Y sachant (X = x) est la méme que la loi
devy.

Propriété 23 : Indépendance et fonctions

Si X,Y sont des variables aléatoires indépen-
dantes, f,g définies sur X(Q) et Y (Q) respective-
ment, alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

VERSION DU @ AVRIL 2023

n Variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes

Définition 25 : Indépendance de plus de deux
variables aléatoires

Des variables aléatoires Xi,..., X, sont dites
(mutuellement) indépendantes lorsque pour
toutes parties A; de X;(Q), .... A, de X, (Q), les
événements (X € 4)), ..., (X, € Ap) le sont.

Si, de plus, elles ont méme loi, on dit que
ce sont des variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées (vaiid).

Propriété 24 : Caractérisation par les événe-

ments élémentaires

Xy,..., X, sont indépendantes si ef seulement
si pour fout (x1,...,%,) € X1(Q) x --- x X,,(Q), les évé-
nements (X; = x1)., ..., (X, = x,) le sont.

Propriété 25 : Somme de vaiid de Bernoulli

S Xi,....,X, vaid de loi (), alors
X1+ + Xy ~B(n,p).

Propriété 26 : Fonction de variables aléatoires
indépendante

Si X1, ..., X, sontindépendantes, fi. ..., f,, défi-
nies sur X,(Q), ..., X,(Q), alors fi(X1), ..., fn(X,) sont
indépendantes.

Propriété 27 : Lemme des coadlitions

Soit n,m € N fels que 0 < m < n, Xy,...,X,
des variables aléatoires indépendantes, f de-
finie sur X;(Q) x --- x X,,(Q) et g définie sur
KXm+1(€2) x -+ x Xp(Q).

Alors f(X1,...,Xm) et g(Xm+1,...,Xpn) sont inde-
pendantes.
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