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Applications linéaires

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Généralités

Application linéaire.

Opérations sur les applications linéaires : combinaison linéaire,
composition. Isomorphisme, réciproque.

Image directe et image réciproque d’un sous-espace par une
application linéaire.

Image d’une application linéaire.

Noyau d’une application linéaire.

Si (x;);e; est une famille génératrice de E et si u e £(E, F), alors
Jmu = Vect (1(x;)) ;¢ -
Application linéaire de rang fini.

Le rang de vou est majoré par min(rg(u), rg(v)). Invariance du rang
par composition par un isomorphisme.

Espace vectoriel £Z(E, F) des applications linéaires de E dans F.
Bilinéarité de la composition.

Caractérisation de I'injectivité.

Notation rg(u).

b) Endomorphismes

|dentité, homothéties.
Anneau (Z(E), +,0).

Projection ou projecteur, symétrie : définition géométrique, co-
ractérisation par p? = p, par s% =id.

Automorphismes. Groupe linéaire.

Notations idg, id.

Non commutativité si dimE > 2.
Notation vu pour la composée vou. Notation u* pour ue £(E) et
kelN.

On incite les étudiants & se représenter géométriquement ces
notions par des figures en dimension 2 et 3.

Notation GL(E).
Notation uf pour u e GL(E) et ke Z.

c) Détermination d’une application linéaire

Si (e;);e; est une base de E et (f;);e; une famille de vecteurs de
F, alors il existe une unique application u e £(E, F) telle que, pour
tout iel, u(e;) = f;.

Espaces vectoriels isomorphes, caractérisation par la dimension.

Pour une application linéaire entre deux espaces de méme di-
mension finie, équivalence entre injectivité, surjectivité et bijecti-
vité.

Un endomorphisme d’un espace de dimension finie inversible &
gauche ou & droite est inversible.

Dimension de Z(E, F) si E et F sont de dimension finie.

Si E; et E, sont des sous-espaces de E fels que E=E; e Ey,
Si u; € L(E1,F), up € L(Ep, F), il existe une unique application
ue £ (E,F) coincidant avec u; sur E; et avec uy sur Ep.

Caractérisation de I'injectivité, de la surjectivité, de la bijectivité
de u.

d) Théoréme du rang

Forme géométrique du théoréme durang : siue £(E, F) et si S est
un supplémentaire de Ker u dans E, alors u induit un isomorphisme
de Ssur Jmu.

Théoréme du rang : si E est de dimension finie n et ue £(E, F),
alors n =dimKer u +rg(w).

e) Formes linéaires et hyperplans

Forme linéaire.

Formes coordonnées relativement & une base.
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Hyperplan, défini comme noyau d’une forme linéaire non nulle.

Si H est un hyperplan de E et D une droite non contenue dans
H,adlors E=HeD.

Réciproquement, tout supplémentaire d’une droite est un hyper-
plan.

Comparaison de deux équations d’un méme hyperplan.

Si E est un espace de dimension finie n, I'infersection de m hy-
perplans est de dimension au moins n—m. Réciproquement, tout
sous-espace de E de dimension n— m est I'infersection de m hy-
perplans.

[E
i
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CAPACITES & COMMENTAIRES

Equations d’un hyperplan dans une base en dimension finie.

En dimension n, les hyperplans sont exactement les sous-espaces
de dimension n-1.

Systéme d’équations d’un sous-espace vectoriel ; cas des droites
vectorielles de R?, des droites et plans vectoriels de R3.
L'étude de la dualité est hors programme.
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Dans tout le chapitre, KK désigne un corps commutatif de caractéristique nulle (R ou € au programme).

n GENERALITES

Il Définition

Définition 1 : Application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u: E— F.
On dit que u est une application linéaire lorsque

VI JEE, u(X+y)=u(®+u@
VXeEE, VAeK, u(Ax)=Au(x)
ce qui s'écrit aussi

VX, J€EE, VYAeK, u(X+Ay)=u@+Au(@).

On note Z(E,F) I'ensemble des applications linéaires de E vers F.
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m Si u est bijective, on parle d’isomorphisme (d’espaces vectoriels).

m Si E=F, on parle d’endomorphisme et on note £ (E) = £(E,F).

m Si E=F et u est bijective, on parle d’automorphisme.

m Si e Z(E K), on dit que ¢ est une forme linéaire.

m On note Z(E,K) = E* appelé dual de E |'ensemble des formes linéaires sur E.

Remarques 1
R1 - Ne pas confondre E* et E\{0g}.
R2 - Une application linéaire est en particulier un morphisme de groupe de (E, +) sur (F,+).

Exemples 1

RS . RZ
E1— u:
(x,,2) — ((x+y—2z,x+2)

. o ) 1 1 -1 xX+y—-z
Notation matricielle (bases canoniques) : yl= .
1 0 1 X+z
z
. , . . . E — K -
E2— Si E est I'espace des fonctions dérivables sur I <R & valeurs dans K, u : est linéaire.
f — f
o . , . o E — K o
Plus généralement, si E est I'espace des fonctions n fois dérivables sur IcR, u: est linéaire.
p o= i@
€(a,b)) — K
u: b est une forme linéaire.
roo— [ roa
a
E3 - Homothéties vectorielles : pour tout a € K, hy = aidp € Z(E).
. . o K — K
E4 — Les applications linéaires de £ (IK) sont les pour ae K.
X — ax
. . 12— o . 5 .
E5— Si X # @, F K-espace vectoriel, ae X, alors ug : est linéaire (morphisme d’évaluation).
f — f(a)
KX] — Kx , , . .
E6— f: B ou K[x] est I'ensemble des fonctions polynomiales est linéaire. Si K est infini, c’est un
P — P
isomorphisme.
E7 — La frace est une forme linéaire sur 4, (K).
E8 — La fransposition est linéaire sur .y, p (IK) vers 4 p,, (K).
X1
E9— Ily aunisomorphisme canonique entre K" et 4,1 (K) : (x1,...,xp) — et en particulier entre K et .4, (K) :
Xn

cela légitime les abus de notations que I'on rencontre parfois.

Définition 2 : Morphisme d’algébre

SOit (o, +og, %oty ) (B, +32, %, ) €F [l — B.
On dit que f est un morphisme d’algébres lorsque

m [ estlinéaire,
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mVxyed, f(xxgy)=[f(x)xgaf(y)

B f(ly)=1g.
Exemples 2

. X g% — . X .

E1- Si X # @, o une K-algébre, a € X, alors ug : est un morphisme de K-algebres. (morphisme
o — f@
d’évaluation).

KiX] — Kixl . ) N . o KXl — KX .

E2— f: _ est un isomorphisme d’algébre si K est infini, et g: b est un morphisme
P — P P — I

d’algebres injectif.

. ]K[X] - Jﬂn(}() n . N
E3— SiAe Mn(K), [: est un morphisme d’algebres.

P — P(A)

K — J0(K) , . .
est un isomorphisme de K-algebres.

E4- f:

x — (x)

E Propriétés

Propriété 1
Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et ue £ (E, F).
() u(0g) =0r
(Ii) Vfl,...,k’n eE, Vll,...,ﬂ,n € ]K,

u (Z /11761') =) Aiu(x)
i=1 i=1

(ziiy Si A est une partie de E, u(Vect A) = Vect(u(A)).
(iv) Si E" est un sous-espace vectoriel de E, up € £(E',F) (u induit une application linéaire sur E').
(v) Siu est bijective (isomorphisme) alors u=' € £(F,E).
(Vi) (£(E,F),+,-) est un K-espace vectoriel.
(vi) Siue L(E,F) et ve L(FG), voue £(E,G).
(Viily Si u,uy,up € L(E,F), v,v1, 1€ L(FG), et L e K

vo(uy+Aup) =vou; +Avouy
(v1+Ava)ou=viou+Avsou

(ix) Si E' est un sous-espace vectoriel de E et F' est un sous-espace vectoriel de F, u(E') est un sous-
espace vectoriel de F et u~'(F") est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration
() 2u(0g)=u(0g+0g) = u(0g). (Propriété de morphisme de groupes)
(i) Récurrence.

n n
(i) SiXeVectA,onaneN,X,...,ip€ A, A1,..., ApeKtelsque x= ) 1;%; et donc u(®) = ) A;u(%;) € Vect(u(A)).
i=1 i=1

n n
Si yeVect(w(A), onanelN, %i,...,.ip € A, A,...,Ane K telsque 7=} A;u(¥;) et donc j= u(z /ll-?c,-) € u(Vect A).
i=1 i=1

(iv) Immédiat.
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(v) Soit ue £(E,F) bijective, j1,j, e Fet 1€ K.
On a Xy, % € E tels que 71 = u (X)) et 2 = u(X).
Alors u=! (71 +A72) = u= (u(F1) + Au(E)) = u= Lo u(F) + AZp) = %1 + AXp = u~! (71) + Au~! (2) en utilisant la linéarité de
u.

(vi) Sous-espace vectoriel de FE sans difficulté.
(Vi) Sixy, e Eet AeK, vou(Z +AX2) = v(u (X)) + Au(Xp)) = vou(F) + Avou(Xp) par linéarité de u puis de v.
(Viii) (v1+Av2)ou=wvyou+Avyou esttoujours vrai, vo (u; + Aup) = vouy + Avo uy provient de la linéarité de v.

(iX) m uE)<F, uEY#@cardr=u( 0 )eu(E) etsi, ¥eE et LeK, alors

(5
~~
ek’
w(Z1) + Au(Fa) = u(F + A%) € u(E).

N—_——
ek’

mu'(F) < E, ul(F) # @ car u(0g) = O € F' donc 0g € u '(F"), et si %,% € u '(F) et 1 € K, alors

UFE +A%) = u(®) +Au(E) € F' donc %1 + A% € u™L(F). [ |
—— ——
eF’ eF’

Remarque 1

. Z(EF) — XZ(EG ZL(FEG — XZ(EG) L
(viii) nous dit que et sont linéaires.
u — vou u — vou

Noyau et image

Définition 3 : Noyau et image

Soit ue #(E,F).

m Le noyau de u est
Keru=u""'({0r}) = {X€ E | w(® =0r} € 2(E).

m L'image de u est
Imu=u(E)={u® ; X€E}eP(F).

Remarque 2

L'image de u est en fait I'image de u vu comme simple fonction et le noyau de u est le noyau de u vu comme
un morphisme de groupes additifs.

Exemple 1
R3 — R?

Soit u:
(x,9,2) — (x+y—2z,x+2)

Alors Keru = Vect(—1,2,1) ef Imu = R2.

Soit ue £(E, F).
() Imu et Keru sont des sous-espaces vectoriels de F et E respectivement,
(i u est injective si et seulement si Keru = {0g}.
(i) u est surjective si et seulement silmu=F.
(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors Ker ujp = E' nKeru et Imup = u(E').
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Démonstration

() Image directe et réciproque des sous-groupes E et {0r}.
(i) Déjax vu pour les morphismes de groupes : on a toujours O € Ker u et

m Si u estinjective,
FeKeru= u(¥) =0p=u(0p)=%=0g.

m si Keru={0g} alors
u@=u(¥)>u(x-x)=0p=>x-x eKeru=x=x'

par linéarité de u, donc u est injective.

(i) Toujours vrai : u est surjective si et seulementsivye F IXe€E, u(X) =ysietseulementsivyeF yeu(E)siet
seulement si F c u(E) ; et u(E) c F est foujours vrai.

(V) XeKerup < € E etu(®) =0p et yelmup < 3IXcE, u® =y <= yeuE).

Exercice 1
Siue L(E,F) et ve £(FG), condition nécessaire et suffisante pour que vou=0gg g ? (ImucKerv).

ﬂ Image d’une famille de vecteurs, rang

Propriété 3

Soit ue £L(E,F) et F = (&;);c; une famille de vecteurs de E. On note u(F) = (u(&;)) ;-
() Si F estliee, u(F) I'est aussi.
(i Si F engendre E, u(%) engendre Imu (/A et non F si u n‘est pas surjective )
(i Si & est libre et u est injective, u(¥) est libre.

(iv) Si u est un isomorphisme et 2 est une base de E, alors u(%) est une base de F.
En particulier, si E est de dimension finie, alors F I’est et dimE = dim F.

Remarque 3
L'image d'une base [de I'espace de départ] par un isomorphisme est une base [de I'espace d’arrivée].

Démonstration

n n n
@) Si Z Aié; =0g. alors Z Aju(é;) = u(z Aié,‘) = u(ﬁE) =0p.
i=1 i=1 i=1

(i) Imu=u(E) = uVectF) = Vect (u(F)).
n

(i) Si Y A;u(@;)=0p, alors u
i=1

(iv) par (i) et (ii).

Propriété 4

Soit ue £ (E,F) avec E ou F de dimension finie.
Alors Imu est de dimension finie au plus min(dim E,dim F).

n n
> Aiéi) =u(0g). donc par injectivité, " 1;8; =0g donc les A; sont nuls car & est libre.
i=1 i=1

Démonstration

Si E = Vect(éy,...,8p), Alors Imu = u(E) = Vect(u(éy),..., u(ép) de dimension finie < p ef Imu sous-espace vectoriel de
E.
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Définition 4 : Rang

Soit ue £ (E,F), E ou F de dimension finie.
On appelle rang de u |'entier rg u = dim(Im w).
Si 2 est une base de E, alors rgu =rg (u(4)).

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Remarque 4
On a toujours rg u < min(dim E,dim F).

Propriété 5 : Majoration du rang d’'une composée

Soit ue L (E,F) et ve L(FG) de rang fini.
Alors vou l'est ef rgvou < min(rgu,rgv).

Démonstration

Imvou=v(u(E)) =Imuy,E de dimension au plus min(rg v,dim w(E)) = min(rg v,rg u). [

Propriété 6 : Effet sur le rang de la composition par un isomorphisme

On ne change pas le rang en composant & gauche ou & droite par un isomorphisme.,

Démonstration

m Siue Z(E,F) et ve Z(F G) bijective. On veut montrer que rg(vo u) =rgu.
Si & est une base de Imu, v(%) est libre par injectivité de v et engendre v(Imu) = vo u(E) = Im(vou). C'est
donc une base de Im(vou) et
rg(vo u) = taille (v(9)) = taille (8B) =rgu.

m Siue Z(EF) et ve £(G,E) bijective. On veut montrer que rg(uov) =rgu.
OrImu = u(E) = u(v(G)) =Im(uo v) donc rgu =rg(uo v).

Remarque 5
On a en fait montré qu’en composant & gauche par une application linéaire injective ou & droite par une
application linéaire surjective, on ne change pas le rang.

H Théoréeme du rang

Théoréme 1 : Théoréme et formule du rang

ue £ (E,F) induit un isomorphisme de tout supplémentaire H de Keru sur Im u.
Si, de plus, E est de dimension finie, dim E = dimKer u + rg u appelée formule du rang.

Remarque 6
/\ En général, Keru et Imu ne sont pas supplémentaires.

Exemple 2
u:(x,y)— (0
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Exemple 3

R} — R?
u-

: Keru =Vect(1,-2,-1) et rgu =2 donc u est surjective.
x,y3,2) — ((x+y—-2z,x+2)

Corollaire 1

Si E est de dimension finie, u est injective si et seulement sirgu = dimE.
Si F est de dimension finie, u est surjective si et seulement sirgu = dimF.

Propriété 7 : Formule de Grassmann

Si F et G sont de dimension finie, alors

dim(F+ G) =dim F +dim G —dim(F n G).
Démonstration : Nouvelle preuve de la formule de Grassmann

Théoréme du rang appliqué a u:

Démonstration : Nouvelle preuve de v injective = rg(vou) =rgu

On a Keru = Ker(vo u) par injectivité de v, et le théoréme du rang donne le résultat.

m ENDOMORPHISMES

Il Structure d’algébre

Propriété 8

(ZL(E),+,0,) est une K-algébre non commutative et non intégre si dimE > 2.

Siu,ve L(E),onnote uv=uov, u* =uo---ou pour ne N* et u® =idg.
—_——

n fois

Définition 5 : Polynéme en un endomorphisme

SiP=ag+a X+---+a,X" e K[X], on peut définir P(u) = apidg +au+---+ a,u™.
Lorsque P(u) =04, on dit que P est un polynéme annulateur de u.

Propriété 9

(]K[X])-'—!X)‘) - (f(E),+,0,-)

Siue £(E), I'application est un morphisme de K-algébres.

p —  P(u)

/\ Enparticulier, (P x Q)(u) = P(u)o Q(u).
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Démonstration
La linéarité ne pose pas de probléme, on a bien 1xx;(w) =idg.

SiPQeKIX], (Px Q=Y arbyu**’ =Y apuf (Z b, L/) = P(w) o Q(u) par linéarité de u. (]
k¢ k l

Remarque 7
Deux polyndmes en u commutent,

Propriété 10 : Bindme

Siu,ve L(E) tels que uov=wvou, alors pour fout ne N,

(w+v)" = i (n)ukv”_k
=) |, )
k=0

E Groupe linéaire

Définition 6 : Groupe linéaire

L'ensemble des automorphismes de E est noté ¢ 2(E) appelé groupe linéaire de E.

Propriété 11

(9 <£(E),0) est un groupe.

Démonstration

C’est le groupe des inversibles de I'anneau (£ (E), +,0) ou c’est un sous-groupe de (S(E),o). [ |

Projecteurs

Définition 7 : Projection

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires : Fe G=E.
Tout vecteur ¥ de E se décompose de maniere unique sous la forme % = Xp + X oU Xp e F et X5 € G.
On appelle projection (ou projecteur) sur F parallélement a G |'application

On définit de méme la projection g sur G parallelement & F.
On dit que les projections p et g sont associées.

Propriété 12

Avec les notfations ci-dessus :

() p.qe £L(E) et p+q=idg. (V) peg=qop=0g@.
(il F=Imp=Ker(p-idg) =Invp={X| p(X) =%}
(i) G=Kerp. (V) p?=pop=p (p estidempotent.)
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Remarques 2

R1 - A savoir retrouver sur un dessin.
R2 - Onretiendra que Xe€ F=Imp < X e Ker(p-idg) < p(¥) = X.

Démonstration

Propriété 13 : Caractérisation des projections

p est une projection (vectorielle) sur E si et seulement si p e £(E) et p?> = pop = p. Dans ce cas,
() ImpeKerp=E
(i p est la projection sur Im p = Inv p parallelement & Ker p

Démonstration

Exemples 3

R? — R?
El- u: projection sur D = Vect(2,1) parallélement & D’ = Vect(3,2).

(x,y) — (4x-6y,2x-3y)

E2 — Projection sur D =Vect(1,1,1) parallelementd P : x+z=07
E3 — Projection sur 22 (fonctions paires) parallelement & .# (fonctions impaires) ?
E4 — Projection sur #,(K) parallelement & o, (IK) ?

ﬂ Symétries

Définition 8 : Symétrie

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires : Fe G=E.
Tout vecteur X de E se décompose de maniere unique sous la forme x = X + Xg OU Xr € F et X; € G.

On appelle symétrie sur F parallelement a G I'application s: ie s=p-q avec les

-

A = J_EF - fc
notations précédentes.

Propriété 14

() se L(E)
(i) s estinvolutive : s* = sos=idg.
(fiy F=Ker(s—idg) =Invs={X | s(X) = x}.
(iv) G=Ker(s+idg) = {X | s(X) = —X} (anfi-invariants).
(v) Si p projection sur F parallelement & G, s=2p —idg.

Démonstration
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Propriété 15 : Caractérisation des symétries

s est une symétrie (vectorielle) sur E si et seulement si s e £(E) et s*> = sos=idg. Dans ce cas,
(i) Ker(s—idg)®Ker(s+idg) =E
(i) s est la projection sur Ker(s —idg) parallélement & Ker(s +idg)

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Démonstration

Exemples 4

El1-— u: I = ¥ symétrie parallélement & P : x =y parallelement & D = Vect(1,-1,0).
x,y2 — X2

E2 — Symétrie par rapport & D = Vect(1,1,1) parallelement & P : x+z=0.

E3— f— foOU f:x— f(-x) sur RE,

E4— T:M— MT sur 4, IK).

Remarque 8
Si F={0g}, alors G=E et s=—idg : symétrie centrale.

E Affinités

Définition 9 : Affinité
Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires : Fe G=E.
Tout vecteur ¥ de E se décompose de maniére unique sous la forme % = Xg + X oU Xp e F et X5 € G.

B = B
On appelle dffinité de base F de direction G et de rapport k € K I'application f; : ie
X — )_51: + kfc

fr = p+ kg avec les notations précédentes.

Remarque 9
On refrouve homothéties, projections, symétries.

Propriété 16 : Caractérisation des affinités

f est une dffinité si et seulement si f € L(E) ef f = idg ou bien on a k € K fel que
Ker(f —idg) @ Ker(f — kidg) = E.
Il s’agit alors de I’affinité de base Ker(f —idg), de direction Ker(f — kidg) ef de rapport k.
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m DETERMINATION D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Il Image d’une base

Propriété 17

Soit E un K-espace vectoriel et 8 = (é;);,c; une base de E. Pour X € E, on note (x;);c; Ses coordonnées
dans .

Alors pour fout i € I, I'application ¢; : est une forme linéaire (i¢ coordonnée).

[

Propriété 18

Soient E, F deux espaces vectoriels, 8 = (é;);c; une base de E et & = ( ﬁ) o une famille de vecteurs de
1€

E.
Il existe une unique application linéaire ue £ (E,F) telle que Yiel, u(é;)= f;.

Remarque 10
Autrement dit, une application linéaire est entierement déterminée par I'image d’une base.

Démonstration

Par analyse synthése.

Exemple 4
u(1,0,0) = (1,1); u(0,1,0) = (1,0); u(0,0,1) = (-1,2), fraduction sur la matrice canoniquement associée.

Corollaire 2

Soit % une base de E, u,ve Z(E,F).
Alors u=v si et seulement si u(8) = v(%AB).

Propriété 19

Soit % une base de E, ue £(E,F).
m u estinjective si et seulement si u(%) est libre.
m u est surjective si et seulement si u(%8) engendre F.
m u est un isomorphisme si et seulement si u(%) est une base de F.

Remarque 11
ue L (E,F) est un isomorphisme si et seulement si I'image d’une base de E par u est une base de F.

Démonstration
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E Applications linéaires et dimensions

Propriété 20

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors dimE = dim F < E ef F sont isomorphes.

Démonstration

Remarque 12
L'étude de I'espace vectoriel K” se reporte sur fout K-espace vectoriel de dimension p.

Propriété 21

Soient E, F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE = dimF et ue £(E, F). Alors

u injective < u surjective < u bijective.

Remarque 13
C’est en particulier le cas pour fout endomorphisme en dimension finie.

Démonstration

Image d’une base.

Exemple 5

KplX] — Kt . . - . o )
u: ou xp,...,x, sont deux A deux distincts est facilement injectif (noyau ré-
P —  (P(xp), P(x1),..., P(xpn))
duit & 0 (x)) ef dimIK,[X] = dimK"*! donc c’est un isomorphisme, ce qui redonne le résultat de I'interpolation de
Lagrange.

Propriété 22

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie fels que dimE = dimF = n ef ue £ (E,F). Les
propriétés suivantes sont equivalents :

() u isomorphisme (iiy u est inversible & droife
(i u estinversible & gauche (V) rgu=n
Démonstration

Dimension de #(E, F)
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Propriété 23

Soit E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors £(E, F) est de dimension finie et dim £(E,F) =dimE x dim F.

Démonstration

Isomorphisme u— u(%). [ |

Remarque 14

A : £ (E) est de dimension (dim E)2.

ﬂ Décomposition d’applications linéaires

Propriété 24

SiE=E e®E, u € £(E,F), up e £(E», F), alors il existe une unique application linéaire u e £ (E,F) felle
que, ug, = u; et Ug, = Up.

Démonstration

Analyse-synthése. [ |

m FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

I'.l Cas général

E désigne un K-espace vectoriel.

Définition 10 : Formes linéaires

On rappelle que les formes linéaires sont les ¢ € Z(E,K) et que E* = Z(E,K) est appelé espace dual
de E.

Remarque 15
Si E est de dimension finie, E* I'est et dimE* = dimE.

Définition 11 : Hyperplan

On appelle hyperplan de E tout sous-espace de E égal au noyau d’une forme linéaire non nulle de
E.

Théoreme 2 : Caractérisation des hyperplans

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
() H est un hyperplan (noyau d’une forme linéaire non nulle : 3¢ € E*\{0g+}, H=Kerg.)
(i H est un supplémentaire de toute droite D ¢ H.
(i H est un supplémentaire d’une droite D ¢ H.

APPLICATIONS LINEAIRES - PAGE 15 SUR 16



LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Démonstration

Corollaire 3

Soient P1,P2 € E*\{0p+}.
Kerg; =Kergp, <= I K*, ¢; =Ags.

Démonstration
Si %o ¢ H, KXy est un supplémentaire de H et ¢ = %q)g.
2(Xo

E Cas de la dimension finie

Propriété 25

Si E est de dimension finie n, les hyperplans de E sont exactement ses sous-espaces de dimension n—1.

Remarque 16: Equqtion d’un hyperplan

Si B = (é1,...,ép) est une base de E et H =Kerg un hyperplan.
Pourfout X € E, X =x18) + -+ x,8,, AONC @(X) = x1(81) + -+ + X0 (én).

Si on note a; = ¢(é;), on obtient ¥e H < ajx; +-- -+ anxy =0.
Réciproquement, toute équation de H donne une telle forme linéaire ¢.

La derniere propriété de la partie précédente nous dit que toutes les équations de H sont colinéaires.

Propriété 26 : Dimension d’une intersection d’hyperplans

Si Hy, ..., Hy, sont des hyperplans de E de dimension n, alors

m
dim(ﬂ H,-) >n—m.
i=1

Remarque 17

La dimension de I'espace des solufions d’un systeme linéaire & m équations et n inconnues est au moins égal
A n-m.

Démonstration

Par récurrence sur m avec la formule de Grassmann.

Propriété 27 : Systéme d’équations d’un sous-espace

Si F est un sous-espace vectoriel de E avec dimE = n ef dimF = p tels que p < n, alors F est I'infersection
de n— p hyperplans distincts.

Démonstration

On compléte une base de F en une base de E et on s’intéresse & la base duale.
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Remarque 18
Cela fraduit le fait que le sous-espace puisse étre décrit par un systéme de n— p équations indépendantes.

Exemple 6
Droites et plans de R? et R3.
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