Dans tout le chapitre, IK désigne un corps commutatif
de caractéristiqgue nulle (R ou € au programme).

n GENERALITES

Il Définition

Définition 1 : Application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et
u:E—F.

On dit que u est une application linéaire
lorsque

VX JEE, u(X+y)=u(®+u@
VXeE, VAeK, u(Ax)=Au(X

ce qui s'écrit aussi

VX JEE, YAeK, u(X+1y)=u®+Au@).

On note Z(E, F) I'ensemble des applications
linéaires de E vers F.

m Si u est bijective, on parle d’isomorphisme
(d’espaces vectoriels).

m Si E=F, on parle d’endomorphisme et on
note £ (E) = #(E,F).

mSi E = F et u est bijective, on parle
d’automorphisme.

m Si p € Z(EXK), on dit que ¢ est une forme
linéaire.

m Onnote Z(E,K) = E* appelé dual de EI'en-
semble des formes linéaires sur E.

Définition 2 : Morphisme d’algébre

SoOit (A, +o, %ot c1), (B, + 3, % ,3) € [ 1 — B.
On dit que f est un morphisme d’algébres
lorsque

m [ estlinéaire,
mVxyed, fxxgy)=[fx)xaf(y)
m f(ly) =1z
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Applications linéaires

E Propriétés

Propriété 1
Soient E, F, G trois IK-espaces vectoriels et
ue £(E,F).
() u(0g) =0r
(Ii) Vfl,...,k’n eE, Vll,...,/ln € ]K,

@iy Si - A est une
u (Vect A) = Vect(u(A)).
(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E,

yp € L(E,F) (u induit une application li-
néaire sur E').

partie  de E,

(v) Si u est bijective (isomorphisme) alors
ule L(EE).

(Vi) (Z(E,F),+,-) est un K-espace vectoriel.
(vi) Siue L(E,F) et ve L(FG), voue L(E,G).
(viiy Siu,uy,up € L(E,F), v,v1,v2€ L(EG), et L e K

vo(uy+Aup) =vouy +Avouy
(r1+Av)ou=viou+Avsou

(ix) Si E' est un sous-espace vectoriel de E ef F'
est un sous-espace vectoriel de F, u(E') est
un sous-espace vectoriel de F et u=' (F') est
un sous-espace vectoriel de E.

Noyau et image

Définition 3 : Noyau et image

Soit ue L(E,F).
m Le noyau de u est

Keru=u"' ({0r}) = {Z€ E | u® =0r} € 2(E).

m L'image de u est

Imu=u(E)={uX ; X€E}eP(F).



LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Propriété 2
Soit ue £(E, F).

() Imu et Keru sont des sous-espaces vecto-
riels de F et E respectivement,

(i u est injective si et seulement si Keru = {0g}.
(iiiy u est surjective si et seulement silmu = F.

(iv) Si E' estun sous-espace vectoriel de E, alors
Kerup = E'nKeru ef Imujp = u(E').

ﬂ Image d’une famille de vec-
teurs, rang

Propriété 3

Soit ue #(E,F) et & = (é;);c; une famille de
vecteurs de E. On note u(%F) = (u(é;));.;-
() Si & estliee, u(F) I’est aussi.

(i SiF engendre E, u(¥) engendre Imu (A et
non F si u n’est pas surjective!)

(i Si & est libre et u est injective, u() est libre.

(iv) Si u est un isomorphisme et % est une base
de E, alors u(%) est une base de F.

En particulier, si E est de dimension finie,
alors F I'est et dimE = dim F.

Propriété 4

Soit ue #(E,F) avec E ou F de dimension fi-
nie.

Alors ITmu est de dimension finie au plus
min(dim E,dim F).

Définition 4 : Rang

Soit ue £ (E,F), E ou F de dimension finie.
On appelle rang de u |'entier rg u = dim(Im w).
Si 2 est une base de E, alors rgu =rg (u(48)).

Propriété 5 : Majoration du rang d’une compo-
sée

Soit ue £ (E,F) et ve L(FG) de rang fini.
Alors vou l'est et rgvou < min(rgu,rgv).

Propriété 6 : Effet sur le rang de la composition
par un isomorphisme

On ne change pas le rang en composant &
gauche ou a droite par un isomorphisme.

[&:
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H Théoréme du rang

Théoréme 1 : Théoreme et formule du rang

u € L(E,F) induit un isomorphisme de tout
supplémentaire H de Keru sur Im u.

Si, de plus, E est de dimension finie,
dimE = dimKeru + rgu appelée formule du
rang.

Corollaire 1

Si E est de dimension finie, u est injective si et
seulement sirgu = dimE.

Si F est de dimension finie, u est surjective si
ef seulement sirgu =dimF.

Propriété 7 : Formule de Grassmann

Si F et G sont de dimension finie, alors

dim(F +G) =dim F +dim G —dim(F n G).

m ENDOMORPHISMES

Il Structure d’algébre

Propriété 8

(Z(E),+,0,-) est une K-algebre non commu-
fative et non integre si dimE > 2.

Siu,ve L(E), on note uv=uov, u* =uo---ou
—_—

n fois
pour ne IN* et u® =idg.

Définition 5 : Polyndme en un endomorphisme

SiP=ay+a X+---+a, X" € K[X], on peut définir
P(u) = apidg +aju+---+ a,u”.

Lorsque P(u) =04, on dit que P est un poly-
noéme annulateur de u.
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Propriété 9
Si u € Z(E),
(]I([X],+,X,') - (2(E),+,O,‘)

I"application

est un mor-
P —  P(u)

phisme de K-algebres.

/\ En particulier, (P x Q)(u) = P(u) o Q(uw).

Propriété 10 : Bindme

Si u,ve L(E) tels que uov = vou, alors pour
tout ne NN,

n nnkn—k
(u+v):Zkuv :

k=0

E Groupe linéaire

Définition 6 : Groupe linéaire

L'ensemble des automorphismes de E est
noté ¥ £ (E) appelé groupe linéaire de E.

Propriété 11

(9 £(E),o) est un groupe.

Projecteurs

Définition 7 : Projection

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux
sous-espaces supplémentaires : F& G =E.

Tout vecteur ¥ de E se décompose de ma-
niére unique sous la forme X = g + X OU Xp € F et
5C>G € G.

On appelle projection (ou projecteur) sur F
parallélement a G I'application

On définit de méme la projection g sur G po-
rallelement & F.

On dit que les projections p et g sont asso-
ciées.
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Propriété 12

Avec les notations ci-dessus :
() pge L(E) ef p+q=idg.
(i F=Imp=Ker(p-idg) =Invp={X| p(X) =%}
(il G=Kerp.
(V) peq=qop=0zw:
(V) p*=pop=p (p estidempotent.)

Propriété 13 : Caractérisation des projections

p est une projection (vectorielle) sur E si et
seulement si p e £(E) et p?> = pop = p. Dans ce
cas,

() ImpeKerp=E

(i p estla projection sur Imp = Inv p parallele-
ment a Ker p

ﬂ Symétries

Définition 8 : Symétrie

Soit E un KK-espace vectoriel, et F, G deux
sous-espaces supplémentaires : Fe G =E.

Tout vecteur X de E se décompose de ma-
niére unique sous la forme % = g + X oU Xp € F et
)_5(; € G.

On appelle symétrie sur F paralléelement a G

g5 = 8

I"application s: ies=p-—qgavec

& = )_Z'F— J_(?G
les notations précédentes.

Propriété 14
() se LB
(i s estinvolutive : s* = sos=idg.
(iiiy F=Xer(s—idg) =Invs={X | s(%) = X}.

(V) G = Ker(s + idp) = {X|s®=-% (anti-
invariants).

(v) Si p projection sur F parallélement & G,
S=2p—id5.

Propriété 15 : Caractérisation des symétries

s estune symétrie (vectorielle) sur E si et seule-
ment si se L(E) et s2 =sos=idg. Dans ce cas,

(i) Ker(s—idp) ®Ker(s+idg) =E

(i s est la projection sur Ker(s —idg) paralléle-
ment & Ker(s +idg)
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H Affinités

Définition 9 : Affinité

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux
sous-espaces supplémentaires : Fe G =E.
Tout vecteur X de E se décompose de ma-
niére unigque sous la forme ¥ = Xp+ X oU Xr € F et
55(; e€G.
On appelle doffinité de base F de direc-
tion G et de rapport k € K |"application
E — E

fr: ie fr=p+kqg avec les no-
X +— Xp+kXg

fations précédentes.

Propriété 16 : Caractérisation des affinités

f est une affinité si et seulement si f € £(E)
et f =idg ou bien on a k € K tel que
Ker(f —idg) @ Ker(f — kidg) = E.

Il s’agit alors de I’affinité de base Ker(f —idg).
de direction Ker(f — kidg) ef de rapport k.

m DETERMINATION D’UNE APPLI-
CATION LINEAIRE

Il Image d’'une base

Propriété 17

Soit E un K-espace vectoriel et & = (é;);c; une
base de E. Pour X € E, on note (x;);c; S€s coordon-
nées dans 2.

Alors pour fout i € I, ['application

E — K P .

Qi : est une forme linéaire (i®
X — X
coordonnée).

Propriété 18

Soient E,F deux espaces vectoriels,
B = (¢));e; UNe base de E et F = (ﬁ-)id une
famille de vecteurs de F.

Il existe une unique application linéaire
ue L (E,F) telleque viel, u@)=f;

Corollaire 2

Soit 2 une base de E, u,ve £ (E,F).
Alors u = v si et seulement si u(%8) = v(%A).

Propriété 19

Soit 9 une base de E, ue ¥ (E, F).

m u est injective si et seulement si u(%) est
libre.

m u est surjective si et seulement si u(%) en-
gendre F.

m u est un isomorphisme si et seulement si
u(9%8) est une base de F.

E Applications linéaires et di-
mensions

Propriété 20

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de
dimension finie.
Alors dimE = dim F < E ef F sont isomorphes.

Propriété 21

Soient E,F deux K-espaces vectoriels de di-
mension finie tels que dimE = dim F ef ue ¥ (E, F).
Alors

u injective < u surjective < u bijective.

Propriété 22

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de
dimension finie tfels que dimE = dimF = n ef
ue £ (E,F). Les proprietés suivantes sont equiva-
lents :

() u isomorphisme (i) u estinversible &

(i u estinversible & droife

gauche (iv) rgu=n

Dimension de Z(E, F)

Propriété 23

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de di-
mension finie.

Alors £ (E,F) est de dimension finie et
dim Z(E,F) =dimE x dim F.
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ﬂ Décomposition d’applica-
tions linéaires

Propriété 24

SIiE= Ei® By, uy € L(E1,F), up € (B>, F), alors il
existe une unique application linéaire ue ¥ (E, F)
felle que, up, = uy et ug, = up.

m FORMES LINEAIRES ET HYPER-
PLANS

Il Cas général

E désigne un K-espace vectoriel.

Définition 10 : Formes linéaires

On rappelle que les formes linéaires sont les
¢ € L(EK) et que E* = Z(E,K) est appelé es-
pace dual de E.

Définition 11 : Hyperplan

On appelle hyperplan de E tout sous-espace
de E égal au noyau d’une forme linéaire non
nulle de E.

Théoreme 2 : Caractérisation des hyperplans

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

() H est un hyperplan (noyau d’une forme li-
néaire non nulle : 3p € E*\{0p+}, H=XKerg.)

(i H est un supplémentaire de foufte droite
D¢ H.

(i H est un supplémentaire d’une droite
D¢ H.

Corollaire 3

Soient P1,P2 € E*\{0p~}.

Kergp; =Kergy <= AL e K*, @1 =A>.
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E Cas de la dimension finie

Propriété 25

Si E est de dimension finie n, les hyperplans
de E sont exactement ses sous-espaces de di-
mension n—1.

Propriété 26 : Dimension d’une intersection

d’hyperplans

Si Hy, ..., Hy, sont des hyperplans de E de di-
mension n, alors
m
(N Hi|=n-m.
i=1

i=

dim (

Propriété 27 : Systeme d’équations d’un sous-

espace

Si F est un sous-espace vectoriel de E avec
dimE = n et dimF = p fels que p < n, alors F est
I'infersection de n— p hyperplans distincts.
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